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ЗАТВЕРДЖЕНО 
Департаментом аграрної освіти та науки 
Міністерства аграрної політики України 

27 серпня 2004 року 
 

ПРОГРАМА 
навчальної дисципліни для підготовки бакалаврів 

в аграрних вищих навчальних закладах II−IV рівнів акредитації з напряму 
0501 «Економіка і підприємництво» 

 
ВСТУП 
Короткі відомості з історії розвитку математики. Роль математики в еко-

номічних дослідженнях та управлінні соціально-економічними процесами. Мі-
сце дисципліни в системі підготовки бакалаврів економічного профілю. Мета і 
завдання дисципліни. 

РОЗДІЛ 1. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ ТА ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ 
1.1 Визначники 
Визначники другого, третього та n-го порядку. 
1.2. Системи лінійних рівнянь 
Правило Крамера. Однорідні системи лінійних рівнянь. Загальний 

розв’язок неоднорідної системи  лінійних рівнянь. Метод Жордана-Гаусса. 
1.3. Елементи векторної алгебри 
n-вимірний арифметичний простір .nR  Арифметичні вектори простору .nR  

Лінійні операції над векторами. Скалярний добуток у n-вимірному арифметич-
ному просторі. Довжина вектора. Кут між векторами. Відстань між точками. 

Системи векторів. Лінійно залежні і лінійно незалежні системи векторів. 
Базис і ранг системи векторів. Розклад вектора за базисом. 

1.4. Елементи теорії матриць 
Лінійні операції над матрицями. Поняття оберненої матриці. Знаходження 

оберненої матриці методом Жордана-Гаусса. 
Матрична форма запису системи лінійних рівнянь та її розв’язок. Ранг ма-

триці. Теорема Кронекера-Капеллі. 
РОЗДІЛ 2. ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ 
Геометрія простору .nR   
Пряма і площина у просторі .nR  Площина в .3R  Пряма в 2R  та .3R  Опуклі 

множини. Системи лінійних нерівностей з n  невідомими. 
 Поняття про лінії та поверхні другого порядку. 
РОЗДІЛ 3. ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ 
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Множина дійсних чисел. Абсолютна величина дійсного числа. Поняття 
функції, область визначення, способи задання.  Основні елементарні функції, їх 
властивості та графіки. 

Упорядкована змінна, послідовність як функція цілочислового аргументу. 
Границя послідовності. Нескінчено малі та нескінчено великі величини. 

3.1. Границі функції 
Границя функції у точці, на нескінченості, односторонні границі функції. 

Основні теореми про границі. Перша визначна границя та наслідки з неї. Друга 
визначна границя, число ,e  натуральні логарифми, експонента. Невизначеності. 

3.2. Неперервність функції 
Неперервність функції у точці та на відрізку. Точки розриву функції та їх 

класифікація. Основні теореми про неперервність функцій. 
РОЗДІЛ 4. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ТА ЗАСТОСУВАННЯ 

ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 
4.1. Похідна функції. 
Задачі, що призводять до поняття похідної.  Економічний та геометричний 

зміст похідної. Темп росту та коефіцієнт еластичності. Диференційовність фун-
кції. Таблиця похідних. Похідні вищих порядків. 

4.2. Диференціал функції 
Геометричний зміст диференціалу функції. Інваріантність форми диферен-

ціала. Застосування в наближених обчисленнях.  
4.3. Диференційовні функції 
Основні теореми про диференційовні функції. Правило розкриття невизна-

ченостей (правило Лопіталя). 
Зростання та спадання функцій. Достатня умова монотонності. Екстремум 

функції. Необхідна та достатня умова існування екстремуму функції. Найбіль-
ше та найменше значення функції на відрізку. Опуклість і ввігнутість кривої та 
точки перегину. Ознаки опуклості та угнутості.  

Горизонтальні, вертикальні та похилі асимптоти функції. 
Повне дослідження функції. Задачі економічного змісту. 
РОЗДІЛ 5. ФУНКЦІЇ ДЕКІЛЬКОХ ЗМІННИХ 
Функції декількох та двох змінних. Геометричний зміст функції двох змін-

них. Неперервність. Границя. Частинні похідні функції двох змінних. 
Повний диференціал та інваріанти його форм. Застосування  повного ди-

ференціала в наближених обчисленнях. 
Частинні похідні та частинні диференціали вищих порядків. 
Екстремум функції двох змінних. Умовний екстремум. Найбільше та най-

менше значення функції у замкненій області. 
Метод найменших квадратів. Поняття про задачі лінійного програмування. 
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РОЗДІЛ 6. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 
6.1. Невизначений інтеграл 
Первісна, невизначений інтеграл та його властивості. Таблиця інтегралів. 
Найпростіші методи інтегрування. Інтегрування дробово-раціональних, ір-

рацінальних та тригонометричних функцій. 
6.2. Визначений інтеграл 
Визначений інтеграл, означення та властивості. Геометричний зміст визна-

ченого інтеграла. 
Інтеграл зі змінною верхньою границею. Формула Ньютона-Лейбніца. Не-

власні інтеграли, їх властивості та методи інтегрування. 
Поняття про подвійні інтеграли. Зведення подвійного інтеграла до повтор-

ного. Поняття про потрійні інтеграли. 
РОЗДІЛ 7. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 
Задачі економіки, що приводять до поняття диференціального рівняння. 

Основні поняття та означення.  
Диференціальні рівняння першого порядку, задача Коші, теорема існуван-

ня та єдності розв’язку. Основні класи рівнянь, шо інтегруються в квадратурах. 
Диференціальні рівняння другого порядку, задача Коші. Диференціальні 

рівняння другого порядку, що допускають пониження порядку. 
Лінійні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнта-

ми. Застосування комплексного числа до розв’язування таких рівнянь. Компле-
ксні числа та їх форми. Дії над комплексними числами. Формули Ейлера. 

Розв’язування систем лінійних диференціальних рівнянь. 
Використання диференціальних рівнянь в економіці. Різницеві методи 

розв’язування задачі Коші для звичайних диференціальних рівнянь. 
РОЗДІЛ 8. РЯДИ 
8.1. Числові ряди 
Означення ряду,  частинної суми ряду,  збіжності збіжності.  Знакопозити-

вні ряди. Необхідна умова збіжності. Достатні умови збіжності. Знакозмінні ря-
ди. Знакочергувальні ряди. Абсолютна та умовна збіжність знакочергувальних 
рядів. Теорема Лейбніца. 

8.2. Степеневі ряди 
Степеневі ряди. Теорема Абеля. Інтервал та радіус збіжності степеневого 

ряду. Умови диференціювання та інтегрування степеневого ряду. Ряди Тейлора 
та Маклорена. Розкладання функцій в степеневий ряд.  

Застосування розкладання функцій в ряд до наближеного інтегрування та 
розв’язування диференціальних рівнянь. 

8.3. Ряди Фур’є 
Тригонометричні ряди Фур’є. 
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Орієнтований розподіл аудиторного навчального часу 

Навчальний курс дисципліни “Вища математика” проводиться впродовж 

двох семестрів та має наступні види робіт:  

- аудиторні заняття: 64 лекцій, 64 практичних робіт; 

- самостійна робота студентів – 88 годин; 

Аудиторна робота з дисципліни здійснюється за тематичним планом 

(табл.1). 

Таблиця 1. 

Тематичний план аудиторної роботи (лекції та практичні заняття) 

№ модуля Теми К-сть 
годин 

Модуль 1. Лінійна алгебра та аналітична геометрія  
 Тема 1. Матриці та дії над ними 2 
 Тема 2. Визначники. Мінори. Алгебраїчні доповнення 2 
 Тема 3. Системи лінійних рівнянь  2 

 Тема 4. 
Застосування матричного числення при розв’язанні 
економічних задач 2 

Всього за 1 модуль 8 
Модуль 2. Аналітична геометрія  
 Тема 5. Вектори 2 
 Тема 6. Прямокутні координати на площині 2 
 Тема 7. Пряма і площина в просторі 2 
 Тема 8. Криві лінії другого порядку 2 
Всього за 2 модуль 8 
Модуль 3. Основи теорії границь  
 Тема 9. Функція. Основні елементарні функції 2 
 Тема 10. Границя функції. Основні невизначеності 2 
 Тема 11. Границя функції. Визначні та необхідні границі 2 
 Тема 12. Неперервність та розриви функції 2 

 Тема 13. 
Економічні задачі, пов’язані з послідовністю та її гра-
ницею (елементи математики фінансів) 2 

Всього за 3 модуль 10 
Модуль 4. Основи диференціального числення  
 Тема 14. Основні правила та формули диференціювання 2 
 Тема 15. Диференціал функції та його застосування  2 
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 Тема 16. Застосування похідної до дослідження функції 2 

 Тема 17. Диференціювання функції декількох змінних та його 
застосування 

4 

 Тема 18. Економічні задачі, що зводяться до використання фун-
кцій двох змінних 

2 

Всього за 4 модуль 12 
Модуль 5. Основи інтегрального числення  
 Тема 19. Невизначений інтеграл. Основні методи інтегрування 2 
 Тема 20. Інтегрування дробово-раціональних виразів 2 
 Тема 21. Інтегрування деяких тригонометричних виразів 2 
 Тема 22. Визначений інтеграл та його застосування 2 
Всього за 5 модуль 8 
Модуль 6. Диференціальні рівняння  
 Тема 23. Рівняння з відокремлюваними змінними 2 
 Тема 24. Лінійні диференціальні рівняння 2 
 Тема 25. Однорідні диференціальні рівняння 2 

 Тема 26. Системи лінійних диференціальних рівнянь зі сталими 
коефіцієнтами 

2 

 Тема 27. 
Економічні задачі, що зводяться до диференційних рів-
нянь 2 

Всього за 6 модуль 10 
Модуль 7. РЯДИ  
 Тема 28. Числові ряди 4 
 Тема 29. Степеневі ряди 2 
 Тема 30. Ряди Фур’є 2 
Всього за 7 модуль 8 

Перелік тем винесених до самостійного опрацювання студентами наведено 

в таблиці 2. 

Таблиця 2. 

Тематичний план та перелік тем і питань самостійної роботи,  

які не розглядаються на аудиторних заняттях 

№ модуля Теми 
К-сть 
годин 

Модуль 1. Лінійна алгебра та аналітична геометрія  
 1. Ранг матриці 5 
 2. Системи лінійних рівнянь. Метод Гауса 5 
 3. Прямокутні системи рівнянь 5 
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 4.  Власні вектори та власні числа матриці 5 
Всього за 1 модуль 20 
Література [1-7]  
Форма контролю: написання індивідуальних робіт  
Модуль 2. Аналітична геометрія  
 5. Нерівності та їх геометричний зміст 5 
 7. Поверхні другого порядку. Циліндричні поверхні 5 
 8. Поверхні другого порядку. Конічні поверхні 5 
 9. Поверхні другого порядку. Поверхні обертання 5 
Всього за 2 модуль 20 
Література [1-7]  
Модуль 3. Основи теорії границь  
 5. Змінні величини. Послідовності та функції 5 
 7. Властивості границь 5 
 8. Основні теореми про границі 5 

 9. Правила розкриття невизначеностей (нерозглянуті випад-
ки) 

5 

Всього за 3 модуль 20 
Література [1-7]  
Модуль 4. Основи диференціального числення  
 5. Правило Лопіталя  5 
  Основні теореми диференційного числення 5 
Всього за 4 модуль 10 
Література [1-7]  
Модуль 6. Диференціальні рівняння  
 5. Диференціальні рівняння другого порядку 18 
Всього за 5 модуль 18 
Література [1-7]  
 

Розрахунок балів для дисципліни  “Вища математика ”  

за пропорційною системою 

КМС передбачає визначення за стобальною системою рейтингу студента 

на основі комплексної оцінки його в тому числі по залишкових знаннях з 

певної дисципліни за наступною формулою: 

  10987654321 8,05,18,068,15,135,04,0 ааааааааааА 
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Орієнтовний розподіл балів по  дисципліні: 
Назва контролю Коефіцієнт Мінімальна 

кількість балів 

Максимальна 

кількість балів 

Відвідування лекцій 
1а  0 4 

Відвідування практичних 
2а  0 4 

Виконання індивідуальних завдань 
3а  7 10 

Написання модуля 
4а  20 30 

Усне опитування 
5а  3 7 

Написання самостійної роботи 
6а  10 15 

Здача заліку 
7а  20 30 

Пропуски лекцій та практичних занять 
8а  – – 

Отримана двійка 
9а  – – 

Невчасна здача індивідуального заняття 
10а  – – 

ВСЬОГО: 60 100 

  

Шкала оцінювання 

Сума балів 
Оцінка 

в 
ECTS 

Оцінка за національною шкалою 

Екзамен  
90-100 A Відмінно (5) 

Зараховано 

82-89 B Дуже добре(4) 

74-81 C Добре(4) 

64-73 D Задовільно (3) 

60-63 E Достатньо (3) 

35-59 FX Незадовільно (2) Не зараховано 

1-34 F 
Незадовільно (2) з обов’язковим 

повторним курсом навчання 
Не зараховано 
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МЕТА ВИВЧЕННЯ ДИСЦИПЛІНИ 
«Вища математика» є нормативною дисципліною циклу природничо-

наукової та загальноекономічної підготовки бакалавра напряму 0501 «Економі-
ка і підприємництво». 

Мета вивчення дисципліни − засвоєння студентами базових математичних 
знань, необхідних під час професійної діяльності, формування логічного мис-
лення та вироблення навичок математичного дослідження прикладних економі-
чних задач. 

У результаті вивчення дисципліни студент повинен  
знати: основи вищої математики, що є фундаментом математичної освіти 

спеціалістів економічного профілю; роль та місце математичних методів у 
розв’язуванні низки практичних задач; 

вміти: формулювати економічну задачу в математичних термінах і знахо-
дити шляхи розв’язку цієї задачі; аналізувати одержані результати і на їх основі 
створювати практичні рекомендації. 

Навчання проводиься у формі проведення лекцій, практичних занять, ви-
конання індивідуальних завдань, контрольних робіт та самостійної роботи сту-
дентів.  

Згідно з освітньо-професійною програмою та навчальними планами підго-
товки бакалавра напряму 0501 «Економіна і підприємництво» на вивчення дис-
ципліни відведено 216 год, у тім числі 64 год − лекційні заняття, 64 год − прак-
тичні заняття, 88 год − самостійна робота. 

Підсумковий контроль знань та умінь проводиться у формі складання залі-
ку у першому семестрі та іспиту у другому. 
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МЕТОДИКА ВИВЧЕННЯ КУРСУ 

Робота з літературою 
Працюючи з методичними рекомендаціями, особливу увагу потрібно звер-

тати на визначення основних понять та аксіоматику, зміст теорем, формул та 
інших положень курсу, що відображають кількісні співвідношення та просто-
рові форми навколишнього світу.  

Робота з методичними рекомендаціями має супроводжуватися записами 
визначень, теорем, рівнянь та основних положень. Записи потрібно робити чіт-
ко, теореми підкреслювати, а виведені формули бажано обводити рамкою. 

 

Розв’язування задач 
Кожен розділ курсу супроводжується підібраним блоком задач, які необ-

хідно розв’язати після вивчення теми та детального ознайомлення з 
розв’язаними задачами у посібнику. Для глибокого опанування матеріалом під 
час розв’язуванні задач необхідно робити пояснення, посилаючись на теорети-
чні положення.  

За неможливості самостійно розібратися у матеріалі студент може одержа-
ти консультацію на кафедрі вищої математики університету. 

 
Список рекомендованої літератури 

1. Шеченко Р.Л. Основи вищої математики / Р.Л. Шевченко. − Біла Церква, 
2005. 

2. Валєєв К.Г. Вища математика / К.Г. Валєєв, І.А. Джалладова. − Ч. І. – К., 
2001. 

3. Курош А.Г. Курс высшей алгебры /А.Г. Курош. − М.: Физматгиз, 1959. 
4. Натансон И.П. Краткий курс высшей математики / И.П. Натансон. − М.: 

Физматгиз, 1963. 
5. Барковський В.В. Математика для економістів / В.В. Барковський,     

Н.В. Барковська. − К., 1999. 
6. Маркович Э.С. Курс высшей математики с элементами теории вероятно-

стей и математической статистики / Э.С. Маркович. − М.: Физматгиз, 1972. 
7. Кудрявцев В.А. Краткий курс высшей математики / В.А. Кудрявцев,     

Б. П. Демидович.  − М.: Наука, 1986. 
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ВСТУП 

У XVII столітті Європа вступила на шлях інтенсивного розвитку ринкової 
економіки, і точні науки одержали могутні стимули для швидкого розвитку. Ро-
звиток торгівлі, економіки, aстрономії, фізики, техніки, мaшинобудування ви-
магав рішучого оновлення математичного апарату. Це оновлення пройшло під 
знаком введення змінної величини, а вивчення її привело до поняття нескінчен-
но малих величин, яке стало основним у математичному аналізі. Саме тому ма-
тематичний аналіз ще називають аналізом нескінченно малих величин. 

Ідеї Архімеда (III ст. до н. е.) та І. Кеплера (1615 р.), роботи Б. Кавальєрі 
(1635 р.), П. Ферма (1634 р.), Б. Паскаля (1654 р.), Д. Валліса (1655 р.), Деттон-
вілля (1658 р.), А.І. Барроу (1669 р.), Е. Торрічеллі та Ж. де Роберваля (1644 р.) 
з введенням зачатків понять про нескінченно малі величини та методи обчис-
лення площ і об’ємів створили сприятливі умови для появи нового числення, 
яке називається диференціальним та інтегральним численням. Творцями його 
незалежно один від одного стали І. Ньютон та Г. Лейбніц (1671−1675 рр.). 
Ньютон основну увагу приділив поняттю похідної як швидкості зміни функції, 
ввів позначення у . Лейбніц головний наголос зробив на понятті різниці між 
значеннями дотичної та функції, позначивши його dу. Позначення Лейбніца dу 
та Ньютона у  залишилися донині, як основні символи диференціального чис-
лення. 

Відсутність у створеному численні строгого визначення поняття нескін-
ченно малої величини породила багато критичних статей на адресу числення та 
неприйняття його математиками світу, незважаючи на успішне практичне та 
теоретичне його застосування. За образним виразом учня Лейбніца маркіза де 
Лопіталя, прекрасна будівля числення стоїть на піску, і для доказу своєї теоре-
ми, що має назву «правила Лопіталя», як до останнього аргументу, зазначив: 
”Даю чесне слово дворянина, що ця теорема вірна”. У XVIII столітті роботами 
Ж. Даламбера, С. Гур’єва, Л. Карно почалась інтенсивна побудова фундаменту 
числення − теорії границь. Тільки математики XIX століття (Г. Кантор, Б. Боль-
цано, К. Вейерштрас, особливо О. Коші) зробили з поняття границі фундамент 
для послідовної побудови багатоповерхової споруди математичного аналізу. 

Подальший розвиток ідей математичного аналізу в XVIII та XIX століттях 
привів до створення теорії диференціальних рівнянь (термін ”диференціальні 
рівняння” введено Г. Лейбніцем), теорії рядів, функціонального аналізу, варіа-
ційного та операційного числень, теорії функцій комплексної змінної тощо. Ве-
ликий внесок у розвиток математичних наук, особливо в розвиток теорії ймо-
вірностей та математичної статистики, зробили П. Чебишев, М. Остроградсь-
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кий, М. Лобачевський, А. Марков, М. Лузін, А. Ляпунов, Б. Гнеденко та інші. 
Ці науки стали математичними в строгому розумінні після аксіоматики Б. Гне-
денка.  

Методи математичного аналізу широко застосовуються у всіх науках, яким 
доводиться використовувати математику. Багато господарських задач економі-
ки були розв’язані завдяки диференціальному та інтегральному численню. 

Застосування в економіці методів математичного моделювання і створення 
для її потреб таких дисциплін як математичне програмування (лінійне, динамі-
чне тощо), дослідження операцій, економетрія, обумовилинеобхідність вивчен-
ня таких підрозділів математики як аналітична геометрія, векторна та лінійна 
алгебра, теорія ймовірностей та математична статистика.  

Вивчення теоретичних основ, підкріплене практичним застосуванням за 
розв’язування задач, дає студентам можливість опанувати економічні дисцип-
ліни і в подальшій роботі складати математичні моделі економічних систем, 
успішно їх розв’язувати і застосовувати на виробництві та в бізнесі. 

Посібник розраховано на студентів стаціонарної та заочної форм навчання. 
Певна категорія студентів має перерву в освіті після закінчення школи і відчу-
ває труднощі у вивченні курсу. Тому в посібник включено матеріал з основних 
понять елементарної математики, після повторення якого студенти мають мож-
ливість опанувати підрозділи курсу вищої математики згідно з програмою. 
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Грецька абетка 
 

Α   α альфа  Η η ета  Ν ν ні (ню)  Σ σ сигма  

Β β бета  Θ θтета  Ξ ξ  ксі  Τ τ тау  

Γ γ гамма  Ι ι   йота  Ο ο омікрон Φ φ фі Ω  

Δ δ дельта  Κ κ  каппа  Π π пі  Υ ύ іпсилон 

Ε ε епсилон  Λ λ лямбда  Ρ ρ ро  Ψ ψ псі 

Ζ ζ дзета  Μ μ мі (мю)  Χ χ хі ω омега 

 

Латинська абетка 

A  a    (A  a)     а J   j     (J  j)       йот   S   s    (S  s)       ес 

B  b    (B  b)     бе   K  k    (K  k)      ка  T   t    (T  t)       те 

C  c    (C  c)     це   L  l     (L  l)       ель    U  u   (U  u)      у 

D  d   (D  d)     де  M  m  (M  m)    ем V  v    (V  v)      ве 

E  e    (E  e)     е   N  n    (N  n)     ен W  w   (W  w)    дубль-ве 

F  f     (F  f)      еф O  o    (O  o)     о   X  x    (X  x)      ікс 

G  g    (G  g)    же P   p    (P  p)     пе   Y  y    (Y  y)      ігрек 

H  h    (H  h)    аш  Q   q   (Q  q)     кю Z  z    (Z  z)      зет 

I   i      (I  i)      і  R   r    (R  r)      ер  
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Таблиця множення a×b 

      b 
a  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 

4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 

5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

6 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 

7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 70 

8 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 

9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90 

10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

 

Таблиця квадратів чисел 

Десятки 
Одиниці 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361 

2 400 441 484 529 576 625 676 729 784 841 

3 900 961 1024 1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521 

4 1600 1681 1764 1849 1936 2025 2116 2209 2304 2401 

5 2500 2601 2704 2809 2916 3025 3136 3249 3364 3481 

6 3600 3721 3844 3969 4096 4225 4356 4489 4624 4761 

7 4900 5041 5184 5329 5476 5625 5776 5929 6084 6241 

8 6400 6561 6724 6889 7056 7225 7396 7569 7744 7921 

9 8100 8281 8464 8649 8836 9025 9216 9409 9604 9801 
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Основні математичні позначення 

= дорівнює ba   

≠ не дорівнює ba   

≡ тотожньо дорівнює ba   

≈ наближено дорівнює ba   

> більше ba   

< менше ba   

≥ більше або дорівнює ba   

≤ менше або дорівнює ba   

модуль a ׀ ׀  

 належить Aa  

 не належить Ba  

  рівносильно abba   

  слідує baba 5,02   

 включення BA  

 об’єднання (або) BAc   

 перетин BAc   

  сума 6321
3

1
n  

|| паралельність CDAB ||  

  перпендикулярність CDAB   

~ подібність ABC ~ DEF  

  порожня множина  xx 02  
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I. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ЕЛЕМЕНТАРНОЇ МАТЕМАТИКИ 

§1. Арифметика 
Арифметика як наука про числа (від грецького аριτμοσ – число) вивчає 

найпростіші властивості чисел та правила обчислень. 
Вся нескінчена множина дійсних чисел (R) складається з підмножин цілих 

чисел (Z), серед яких виділяються цілі додатні або натуральні числа (N), та дро-
бових чисел, до складу яких входять раціональні та ірраціональні числа. Число 
0 (від лат. nullum – ніщо) не належить до натуральних чисел у повному розу-
мінні слова (ніхто в старовину не казав, що у нього є 0 овець) і складає разом з 
множиною натуральних чисел розширений натуральний ряд. 

Вся множина чисел записується за допомогою цифр (на арабській сифр – пус-
те місце), для чого спочатку використовували букви алфавітів, а пізніше перейшли 
до спеціальних значків. Цифра − це письмовий знак, який відображає число.  

Найбільш розповсюдженою стала індійська позиційна система запису чис-
ла, в якій його величина залежить не тільки від самої цифри, але й від місця її 
знаходження (позиції). В позиційній десятковій системі числення число 3275 
означає 3∙1000+2∙100+7∙10+5. До Європи система потрапила з написаними 
арабською мовою науковими працями відомого узбецького вченого Мухаммеда 
з Хорезму і стала називатись арабською. Використовується також римська сис-
тема, в основному для позначення ювілейних дат, підрозділів книги тощо. Для 
арифметичних дій використовується зручніша в користуванні ”арабська” сис-
тема. 

Відголосками більш древніх систем людство користується й досі. Напри-
клад, при поділі часу та кутів використовується вавілонська шістдесяткова сис-
тема, тому 1 година (як і градус) складається з 60 хвилин. Поділ дня на 12 годин 
− наслідок дванадцяткової системи. 

Дробом називається частина (доля) одиниці або декілька рівних частин 
одиниці. Якщо розрізати яблуко на 5 рівних частин, то взята одна частина − це 

дріб 5
1  або 5

1 , а якщо взяти 2 частини − отримаємо дріб 5
2  (це означає два з 

п’яти). Довільний дріб записується як 
n
m , де число над рискою дробу назива-

ється чисельником, а під рискою дробу − знаменником. Отже, чисельником 

дробу 
5
2  є число 2, а знаменником − 5. Якщо nm  , то дріб називається пра-

вильним (
5
2  – правильний дріб), а якщо nm , то неправильним (

5
12 , 

5
5  − не-

правильні дроби). Серед неправильних дробів зустрічаються такі, в яких 
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,knm   тоді  k
n
kn

n
m

ціле число. Отже, можемо стверджувати, що множи-

на цілих чисел − це підмножина дробових чисел.  
З неправильного дробу можна виділити цілу частину. 

Наприклад, 
5
22

5
22

5
2

5
10

5
210

5
12




 .  Отримали мішаний дріб. 

Якщо нас цікавить тільки величина числа, без урахування його знаку (до-
датнє воно чи від’ємне), то така величина називається модулем числа a  і поз-
начається a . Наприклад, 77   і 77  . 

Якщо за допомогою відрізка n  можемо виміряти довжину відрізка m , то 

дріб 
n
m  називається раціональним (лат. ratio − зміст). Наприклад, 

5
12 , 

5
5 , 

5
105  – 

раціональні дроби. Якщо довжина відрізка n  не може бути мірою довжини від-

різка m , то 
n
m

число ірраціональне. Так, діаметр кола d  не може бути мірою 

довжини кола: l , бо 
d
l

, а  − число ірраціональне і наближено дорівнює 

3,1415926...  
Довжина катета прямокутного рівнобедреного трикутника не може бути 

мірою довжини гіпотенузи: .2 222 aaa   Тоді гіпотенуза має довжину 2a , 
де ...4142,12  − число ірраціональне.  

Довільне ірраціональне число записується у вигляді нескінченого неперіоди-
чного дробу. Періодичний десятковий дріб − є числом раціональним 

(
3
1...33333,0  ). Ірраціональні числа діляться на алгебраїчні ( 2 , 3 , 5  тощо) та 

трансцендентні (  − число Піфагора, e  − число Ейлера тощо). Будь-який простий 
дріб можна записати у вигляді десяткового дробу та навпаки. Наприклад, 

875,0
8
7
 , 

8
1125,0  . 

В арифметиці додати від’ємне число означає відняти його. Тому )( ba   
означає ba  :   43737  . Також baab  : 43773  . Від-
няти від’ємне число означає додати його: baba  )( , тобто 

  103737  . 
Знак добутку чисел визначається за схемою: 

abba
abba




)()(
)()(

         
abba
abba




)()(
)()(
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Якщо від яблука, яке поділене на 5 частин, взяти спочатку 1 частину, а по-

тім ще 2 частини, то всього взято 3 частини з 5, тому 
5
3

5
2

5
1

 . Отже, дроби 

можна додавати (віднімати) тільки за однакових знаменників. Якщо дроби 
мають різні знаменники, то їх слід перед додаванням зробити однаковими, піс-

ля чого додати чисельники. Наприклад, якщо треба додати дроби 
7
2  і 

9
4 , то по-

передньо необхідно вирівняти їх знаменники: 
63
18

97
92

7
2





  і 
63
28

79
74

9
4





 . 

Тоді 
63
46

63
28

63
18

 . Це записують: 
63
46

63
2818

9
4

7

7
2

9

9
4

7
2




 . Отже, 

вирівнювання знаменників, тобто зведення дробів до спільного знаменника,  
обов’язкове.  

За множення дробів окремо перемножуються чисельники і знаменники 

db
ca

d
c

b
a




 . Наприклад: 
45
14

59
27

5
2

9
7





 . 

Множення чисельника і знаменника на одне і те ж число не змінює дріб. 
Ділення чисельника та знаменника на одне і те ж число (операція скорочення 

дробу) також дріб не змінює. Пригадуємо, що 1
a
a . Приклади:  

6
2

2
2

3
1

 ; 

2
1

722
72

28
14





 . 

Ділення числа на дріб 
b
a означає множення цього числа на обернений дріб 

a
b : 

ad
bc

a
b

d
c

b
a

d
c

: . Наприклад: 
6
5

12
10

4
5

5
2

5
4:

3
2

 .  

Якщо множення числа a  на число n  означає, що число a  треба додати са-
мо до себе n  разів (   

n

aaaana  ... ), то піднесення числа a  до степеня n  

означає, що число a  треба помножити само на себе n  разів.  
( 

n

n aaaaa  ...  ), тому в цілому nana   9336323( 2  ). 

Необхідно пам’ятати, що:  
1) 10 a ;   2) mnmn aaa  ;   3) nnn abba )( ;   4) bccb aa )( ; 

5) 
m

m

m

b
a

b
a







 ;     6) m

m

a
a 1

 ;     7) mn
m

n

a
a
a  ;     8) cbcb aa )( . 

В останній властивості необхідно спочатку зробити дію dbc  , після чого 

знаходити da . 
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Приклади:   
1) 130  ;  2) 2433333 53232   ;  3)   3663232 2222  ; 

4)   729333 63222   ; 5)   625,155,2
2
5

2
5 3

3

3

3







 ; 6) 

9
1

3
13 2

2   ;   

7) 2733
3
3 325

2

5

  ;  8) 25622 823

 , тоді як   6422 632  . 

Існує степенева форма запису числа:  
22 103300103101031003300  ;  71021003327  

 100)07,02,03(100
100

7100
10
21003

100
1007

10
10021003

.1027,310)07,02,03( 22   Ця форма запису досить компактна для вели-
ких чисел: 91020000000002  . 

Добування кореня − дія, обернена відносно дії піднесення до степеня: як-

що ,932   то 39  , а якщо 2733  , то 3273  . Взагалі n ma n
m

a .  

Приклад: 33339 12
2

2  , 4464 3 33  , 5 8 5
3

5 3 22  . 
Не існує число a , яке за множення на a  дорівнює 2a : 2aaa   і 

2)()( aaa  ), тому 2a не існує. Взагалі для всіх парних степенів корені 

від’ємних чисел не існують. Разом з тим, 27)3()3()3(  , тому 3273  . 
Отже, корені непарного степеня від’ємних чисел існують. 

Арифметичним коренем називається невід’ємне значення кореня: 

aan n  . Наприклад, 3332   і   333 2  . Отже, 39   , а не 3 . 
Необхідно пам’ятати, що:  

1. nnn baba  , де 0,0  ba ;       2. ,
n

n

n

b
a

b
a
  де 0a , 0b ; 

3. nmn m aa  , де 0a ;         4.   n mmn aa  , де 0a ; 

5. nnn n bababa  , де 0,0  ba . 
 
Якщо існує два  рівних по величині відношення чисел, то вони утворюють 

пропорцію. Якщо 
b
a  і 

d
c

 рівні між собою, то 
d
c

b
a
  − пропорція, з якої знахо-

диться будь-яке з чисел. Наприклад, 
5
21375

5
7

3
 aaa .  
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Величини a  і b  називаються пропорційними, якщо їх відношення не змі-

нюється: k
b
a
 . Якщо зростання величини a  збільшує величину b , то їх від-

ношення прямо пропорційне, а якщо зростання a  супроводжується зменшен-
ням b , то маємо обернену пропорційність ( тоді kba  ). 

Відсотком або процентом (лат. рro cento − від сотні) називається сота час-
тина будь-якої величини і позначається %. Наприклад, 2% від 1000 гривень 
складає 20 гривень. Банківські нарахування на внески абонентів проводяться за 
формулою складених відсотків: 

                                              npNN )01,01(0  ,                                       (1.1) 
де 0N  – початковий внесок, р  – банківський відсоток, n термін зберігання 
грошей в банку. 

§2. Алгебра 
Засновником алгебри як науки про розв’язок рівнянь вважається Мухам-

мед аль-Хваризмі (Хорезмійський), який в IX ст. написав математичну працю 
під назвою ”Книга відновлення та протиставлення” (на арабській аль-джебр 
означає відновлення). Франсуа Вієт та Рене Декарт ввели в алгебру буквенні 
позначення та символіку (XVI−XVII ст.), які в основному використовуються й 
сьогодні. 

Основні правила та співвідношення 
1. Множення многочленів: 

.)()())(( bebdbcaeadacedcbedcaedcba   
2. Ділення многочлена на число: 

d
c

d
b

d
a

d
cba




. 

3. Формули скороченого множення: 
а) ))((22 bababa  ; ))(( bababa  ; 
б) 222 2)( bababa  ; 222 2)( bababa  ; nnnnnn bbaaba 222 2)(  ; 
в) 32233 33)( babbaaba  ; 32233 33)( babbaaba  ; 
г) ))(( 2233 babababa  ; ))(( 2233 babababa  ; 

))(( 2233 nnnnnnnn bbaababa   ; 

    ))(( 3 2333 2333333 bbaabababa  ; 

    ))(( 3 2333 2333333 bbaabababa  . 
4. Біном Ньютона: 

      nn
n

nnnn babAbaAbaAaba  


 1
1

22
2

1
1 ...)( ,                 (1.2) 
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де біноміальні коефіцієнти 121 ,...,, nAAA  знаходяться за так званим трикутни-
ком Паскаля , відомим китайцям ще з XIII ст. і повторно відкритим у Європі 
Штихелем на 250 років пізніше.  

 

У кожному з рядків трикутника крайні числа повторюються, а числа всере-
дині утворюються додаванням сусідніх чисел попереднього рядка. 

Розкладання nba )(   відрізняється від розкладання nba )(   тільки почерго-
вою зміною знака: за кожним знаком «+» слідує знак «−» та навпаки. Напри-
клад, 543223455 510105)( babbababaaba  . Сума степенів у всіх добу-
тках ab  завжди співпадає зі степенем бінома. 

Дії додавання, віднімання, множення та ділення алгебраїчних дробів анало-
гічні діям з числовими дробами. Наведемо приклади: 

1) 
))((

))(())((
dcba

badcdcba
dc
dc

ba
ba








 . 

2) 
))((
))((

dcba
dcba

dc
dc

ba
ba










 . 

3) 
))((
))((:

dcba
dcba

dc
dc

ba
ba

dc
dc

ba
ba














 . 

5. Модуль числа: 
    aa   при 0a  і aa   при 0a . Наприклад: 55   і 5)5(5  . 

Властивості модуля: 

1. baab  ; 2. 
b
a

b
a
 ; 3. 0a ; 

4. aa  ;  5. 22 aa  . 
 

n                                                коефіцієнти 
        

0                                                          1 
1                                                      1       1 
2                                                  1      2       1 
3                                             1      3       3       1 
4                                          1      4      6       4        1 
5                                      1      5     10     10      5        1 
6                                  1      6     15    20     15       6        1 
7                            1        7      21   35    35      21       7        1 
8                       1         8     28    56    70     56      28       8        1 
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Виразом називається сукупність дій, які необхідно виконати в певному по-
рядку над деякими величинами для отримання значення об’єкта. Якщо у виразі 
використовується скінчена кількість дій додавання, віднімання, множення, ді-
лення, піднесення до степеня та добування кореня, то такі вирази називаються 
алгебраїчними. Якщо у цих виразах добування кореня відсутнє, то вони нази-
ваються раціональними, а якщо корінь присутній − то ірраціональними. Так, 

ba
ba


  − раціональний вираз, а 

ba
ba


  − ірраціональний. 

Якщо прирівнюються один до одного два вирази, то отримаємо рівність. 
Якщо ця рівність справедлива за всіх значень її величин, то вона називається 
тотожністю. Наприклад, рівність 3232  xx  задовольняється за всіх зна-
чень змінної, тому вона утворює тотожність. 

Якщо рівність задовольняється не за всіх значень величин, то вона назива-
ється рівнянням. Наприклад, рівність 532 x  задовольняється тільки за 1x  
і тому називається рівнянням. 

Найвищий степінь невідомої величини в рівнянні вказує на його порядок. 
Наприклад, 0953 23  xxx  є рівнянням третього порядку. Число розв’язків 
рівняння не може перевершувати його порядок. 

Рівняння виду 02  cbxax  називається квадратним рівнянням і має 
розв’язки:             

               
a

acbbx
2

42

2,1


 , де 042  acb .                                           (1.3) 

Вираз acb 42   називається дискримінантом. 
Якщо квадратне рівняння можна подати у вигляді 022  cbxax , то його 

розв’язки обчислюють за формулою:            

               
a

acbbx 


2

2,1 , де 02  acb .                                               (1.4)  

Якщо квадратне рівняння має вигляд 02  qpxx , то його розв’язки:                                   

         qppx  2
2,1 , де 02  qp .                                                          (1.5) 

Використання формул розв’язків для рівнянь, що мають вигляд (1.4) та 
(1.5), дає можливість значно спростити обчислення.  

Наприклад, рівняння 0243182  xx  можна розв’язати за формулою 

2
24341818 2

2,1


x . Але задане рівняння має вигляд (1.5), тому 

24399 2
2,1 x , що обчислюється набагато простіше. 

Якщо дискримінант дорівнює нулю, то квадратне рівняння є повним квад-
ратом, для якого 21 xx  . 
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Теорема Вієта: Якщо 1x  та 2x  − корені квадратного рівняння 
02  cbxax , то правильною є рівність: 

                                               












a
bxx

a
cxx

21

21

             (1.6) 

Наприклад, рівняння 0452  xx  має корені 21 x  і 32 x , бо 621 xx  і 
521  xx . 

Рівняння виду 024  cbxax  називаються біквадратними і зводяться до 
квадратних заміною tx 2 . Аналогічно розв’язуються рівняння виду 

036  cbxax  заміною tx 3  і т. д. Взагалі для рівнянь виду 02  cbxax nn  
застосовується заміна txn  , звідки 02  cbtat  . 

Алгебраїчні нерівності 
Нерівність ba   називається строгою, а нерівність ba   − нестрогою. 

Властивості нерівностей: 
1. Якщо ba  , то ab  . 
2. Якщо ba   і cb  , то ca  . 
3. Якщо ba  , то cbca  . 
4. Якщо ba  , то kbka   за 0k . 
5. Якщо ba  , то kbka   за 0k . 

Якщо нерівності містять квадратичний вираз cbxax 2  (розглядаємо ви-
падок, коли 0a ; якщо 0a , то множенням нерівності на «−1» переходимо 
до випадку, коли 0a ), то за від’ємного дискримінанта нерівність 

02  cbxax  для всіх значень x .  
Якщо 0D , то cbxax 2  є повним квадратом, тому нерівності 

2ax 0 cbx  і 02  cbxax  задовольняються для Rx , крім однієї 
точки 0xx  , для якої задовольняється умова 02  cbxax . 

Якщо 0D , то для );();(0 21
2  xxxcbxax , а для 

);(0 21
2 xxxcbxax  , де 1x  та 2x  − корені рівняння (1.3). 

Якщо нерівність третього порядку перетворюється в рівняння за значень 
1x , 2x , 3x , то її можна записати як  

0))()(( 321  xxxxxx  або 0))()(( 321  xxxxxx .  
Для розв’язування нерівностей зручно застосувати метод інтервалів. 
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На різних інтервалах отримаємо різні знаки, тому для множення за схемою 
))()((   та ))()((   отримаємо, що нерівність 0 , а за схемою ))()((   та 
))()((   − що 0 . 

Метод інтервалів аналогічно можна застосувати й до нерівностей довіль-
ного порядку. 

Приклад: 0)4)(2)(1)(3(  xxxx  

З рис. 2 видно, що нерівність задовольняється, якщо  )3;(x  
);4()2;1(  . 

Послідовності та прогресії 
Числовою послідовністю називається множина нумерованих чисел, кожне 

із значень якої знаходиться за її порядковим номером. Наприклад, послідов-
ність nan 2  має вигляд: 2; 4; 6; 8; …; 200; …1000; … . 

Арифметичною прогресією називається така числова послідовність, у якої 
наступний член відрізняється від попереднього на деяку сталу d , що назива-
ється різницею прогресії. Якщо 0d , то прогресія зростає, а якщо 0d , то 
прогресія спадна. Вона має вигляд: ;...;.....;; 321 naaaa  або ;2;; 111 dadaa   

;...)1(;....3 11 dnada  . Наприклад, якщо 21 a , 3d , то маємо арифметичну 
прогресію: 2; 5; 8; 11; 14;… . 

Загальний член прогресії na  знаходиться за формулою: )1(1  ndaan , а 
сума перших n  членів арифметичної прогресії обчислюється за формулою: 

nndanaaS n 






2

)1(2
2

1  .                               (1.7) 

Геометричною прогресією називається така числова послідовність, кожен 
наступний член якої відрізняється від попереднього в q  разів. Величина q  на-
зивається знаменником прогресії. Геометрична прогресія має вигляд: 

....;;;; 4
1

3
1

2
111 qaqaqaqaa  

Сума перших n  членів прогресії знаходиться за формулою: 

 

 − + − + x 
 x1 x2  x3 

Рис. 1.1. 

 

 + − +  − + 
 −3 −1 2 4 x 

Рис. 1.2. 
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1
)1(

1
11









q
qa

q
aqaS

n
n

n .                                    (1.8) 

Для нескінченно спадної прогресії ( 1q ): 
q

aS



1

1 .                                (1.9) 

Наприклад, геометрична прогресія 1; 
2
1 ; 

4
1 ; 

8
1 ; …, знаменник якої 

2
1q , 

має суму 2

2
1
1

2
11

1



S . 

 
§3. Функція. Класифікація функцій. 

Функцією називають відповідність між елементами двох множин х та у, за 
якої кожному елементові першої множини х відповідає не більше одного еле-

мента у другої множини. Наприклад: у = х3, 
х

у 1
 , у = 4х + 2. 

Змінна х називається незалежною змінною, або аргументом, а змінна у – 
залежною змінною, або функцією; під символом у = f(х) розуміють те правило, 
за яким кожному х відповідає у, або ті операції, які треба виконати над аргу-
ментом, щоб отримати відповідне значення функції. 

Множина всіх тих елементів з Х, для яких є відповідні елементи множини 
У, називається областю визначення, а множина всіх тих елементів з У, що 
відповідають елементам з Х, − областю значень даної функції.  

Приклад: Для функції у = х + 4 область визначення – всі дійсні числа: 
Rх . Область значень – це також множина всіх дійсних чисел: Rу . 

Для функції 
х

у 4
  область визначення     ;00;х , область значень 

    ;00;у .  
Графіком функції f називається множина точок (х;у) на координатній 

площині, таких, що перебігають всю множину D(f), а у = f(х). 
Лінійна функція 

Лінійною називають функцію, яку можна задати формулою  у = ах + b, де 
х – аргумент, а і b – будь-які числа. 

1. Область визначення: );(x  . 
2. Область значень: );(y  . 
3. За а > 0 функція зростає, за а < 0 – спадає. 
Графіком функції є пряма. Для побудови графіка необхідно мати дві точки. 
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                        а > 0                                                       а < 0 

Рис. 1.3. 
 

Обернена пропорційність 
Змінну у називають обернено пропорційною до змінної х, якщо відповідні 

значення цих змінних зв’язані рівністю 
х
kу  , де k – якесь дійсне число, 

відмінне від нуля. Число k називають коефіцієнтом оберненої пропорційності. 
Жодна з змінних не може набувати значення 0. 

1. Область визначення:   ;0)0;(x . 
2. Область значень:   ;0)0;(у . 
3. За k>0 функція спадає, за k<0 – зростає на всій області визначення. 

 
                        k>0                                                             k<0 

Рис. 1.4. 

Графіком цієї функції 
х
kу   є крива, що складається з двох гілок. Цю кри-

ву називають гіперболою. 
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Зауважимо, що графіками функцій 31


х
у , 

2
3



х

у , 
2
3





х
ху  теж є 

гіперболи, однак вони – необернено пропорційні. Це приклади дробово-
раціональних функцій. Обернена пропорційність є найпростішим випадком 
дробово-раціональних функцій.  

Квадратична функція 
Квадратичною називають функцію, яку можна задати формулою 

у=ах2+bх+с, де х – змінна, а ≠ 0, b і с – числа.  
1. Область визначення: );(x  . 
2. Область значень: );(y  . 

Графіком квадратичної функції є парабола, її гілки напрямлені вгору, якщо а 
> 0, гілки напрямлені вниз, якщо а < 0. Вершина цієї параболи має координати 








 
a

bc
a

b
4

;
2

2

. 

 
            а>0, D>0                              а>0, D<0                              а>0, D=0 
 

 
            а<0, D>0                              а<0, D<0                              а<0, D=0 

Рис. 1.5. 
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Якщо дискримінант квадратного тричлена ах2+bх+с додатній, парабола 
перетинає вісь абсцис у двох точках, що є коренями рівняння: ах2+bх+с=0. Як-
що дискримінант дорівнює 0, то графік функції дотикається до осі абсцис, при-
чому абсциса дотику є коренем рівняння ах2+bх+с=0. Якщо дискримінант 
від’ємний, то графік функції не перетинає вісь абсцис. 

Показникова функція 

Функція має вигляд: xay  , де 0a , 1a  (рис. 6). Якщо 1a , то її графік 

співпадає з графіком функції xay  , де 1a , бо x
x







 2

2
1 . 

Властивості показникової функції: 
1. Область завдання: );( x . 
2. Область значень: );0( y . 

3. cb aa   за 1a , якщо cb  . 

4. cb aa   за 1a , якщо cb  . 

5. Перехід до іншої основи: axx bba log . 
Показникову функцію ще називають експоненціальною (лат. exponere − по-

казувати). 
З властивостей 1 і 2 робимо висновок: показникова функція відображає всю 

множину дійсних чисел на множину додатних дійсних чисел. 

              
Рис. 1.6. 

 
Логарифмічна функція 

Якщо ya x  , то yx alog . Бажаючи, як завжди, мати функцію у вигляді 
)(xfy  , поміняємо змінні x  та y  місцями і отримаємо логарифмічну функцію 
xy alog , де );1()1;0( a , 0x . Зі сказаного слідує простий спосіб побудо-

ви графіка логарифмічної функції: графік показникової функції необхідно  по-

у=а–х у=ах у=ах у=а–х 

а>0 а<0 
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вернути  проти годинникової стрілки на 90º (заміна місцями змінних x  та y ), 
після чого повернути його на 180º навколо вертикальної осі для надання гори-
зонтальній осі напрямку зліва направо (рис. 1.7). 

Саме слово логарифм (від грецького logos + arithmos − відношення до числа) 
в математиці означає показник степеня, до якого треба піднести основу a  для 
отримання даного числа. 

 
Рис. 1.7. 

 

Властивості логарифмів: 

1. cbbc aaa loglog)(log  .                2. cb
c
b

aaa logloglog  .                     

3. ,loglog bcb a
c

a   0b . 4. b
n

b aan log1log  . 

5. 
a
bb

c

c
a log

loglog   – формула переходу до другої основи. 

Властивості логарифмічних функцій: 
1. Функція визначена для всіх 0x . 
2. Область значень функції: );( y . 
3. З ростом аргументу функція зростає за 0a  і спадає за 0a . 

4. Функція додатна для 























)1;0(
)1;0(

1
1

a
x

a
x

 і від’ємна для 
























1
)1;0(
)1;0(

1

a
x
a

x

. 

Показникові та логарифмічна функції взаємно обернені.  
Залежно від основи для логарифмів існують спеціальні позначення для 

двох випадків: xx lglog10   (десятковий логарифм) та xxe lnlog   (натуральний 
логарифм). 

а>0 

а<0 

y=logax 
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§4. Геометрія 
Геометрія (гр. Γεομετρια − землемірство, Гея − богиня Землі у древніх гре-

ків) вивчає просторові властивості предметів, незважаючи на інші ознаки і по-
діляється на планіметрію (лат.planum − поверхня) та стереометрію (гр. στερεοσ 
− просторовий). 

I. Планіметрія 
Основні співвідношення в трикутниках: 

1. Прямокутний трикутник:  

222 bac  ; аbS
2
1

 ; sinca   cosc . 

 
Рис. 1.8. 

2. Рівнобедрений трикутник:  

4

2
2 abh  ; aаhS

2
1

 ;  2180sin
2
1 2  bS ; 

sin
2
1 аbS  . 

 
Рис. 1.9. 

3. Рівносторонній трикутник: 

60 ; 
4

32аS  ; 
2

3аh  . 

 
Рис. 1.10. 

4. Довільний трикутник:  

    sin180sin cbh  ;  

медіана: cos22
1 22 bccbma  ;   

sin
2
1

2
1 аbаhS а  ; 

R
abcrpS
4

 ; 

))()(( cpbpappS  ,  де  cbар 
2
1 .  

Рис. 1.11. 

 

 

 

 

а 

с b 
ma 

hа 
α 

β 

а а 

а 

h 
α 

а 

b b 
hа 

α α 

а 
с 

b 
α 

β 
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Теорема синусів: 

 Rcba 2
sinsinsin




. 

 

 

Теорема косинусів:  

cos2222 bccba  . 
Рис. 1.12. 

Основні співвідношення в чотирикутниках: 

1. Квадрат: 
2aS  ; 2ad  . 

 
Рис. 1.13. 

2. Прямокутник:  

abS  ; 22 bad  . 

 
Рис. 1.14. 

3. Ромб: 

sin
2

221 aahddS  ; 22
2

2
1 4add  ; 

2sin21
ad  ; 2cos22

ad  . 

 
Рис. 1.15. 

4. Паралелограм: 

sinabahS  ;  

)(2 222
2

2
1 badd  . 

 
Рис. 1.16. 

5. Трапеція: 

hchbaS 



2

, де 
2

bac 
 .  

 
Рис. 1.17. 

а 

c h 

d1 

d2 
h 

а 

b 

α 

d1 

d2 
h 

а 

а 

α 

а 

а 

d 

а 

а 

d 

b 

а с 

γ α 

β 

b 
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6. Довільний чотирикутник: 

sin2
1

21ddS  ;  BA  DC 360 .  

Якщо dbca  , то в чотирикутник можна 

вписати коло.  

Якщо DBCA  , то навколо чотири-

кутника можна описати коло, площа чотири-

кутника буде: 

))()()(( dpcpbpapS  . 

 
Рис. 1.18. 

 
Коло: 

Довжина кола радіуса R : Rl 2 .  
 
Площа круга: 2RS  . 

 
Рис. 1.19. 

II.Стереометрія 
Многогранники 

Усі многогранники − це тіла, обмежені площинами. Введені позначення: 
V об’єм тіла, S площа повної поверхні, 0S площа основи, бS  – площа біч-

ної поверхні, h  – висота. 
 
1. Призма − це тіло, основи якого − рівні 

многокутники, а бічні грані − паралелограми. 
Якщо ребра перпендикулярні до площини ос-
нови, то призма називається прямою. Якщо 
пряма призма в основі має правильні много-
кутники, то вона називається правильною.  

Тоді hSV 0 ; 02SSS б  . 
 

Рис. 1.20. 

R 

α 
d2 

d1 

а 

b 

c 

d 

h 
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2. Паралелепіпед − це призма, основами 
якої є паралелограми. Прямий паралелепіпед, 
основи якого утворені прямокутниками,  нази-
вається прямокутним з ребрами a , b , c . В та-
кому паралелепіпеді всі діагоналі d  рівні між 
собою і задовольняють умову: 2222 cbad  . 

abcV  , )(2 acbcabS  .  

 
Рис. 1.21. 

3. Куб − це прямокутний паралелепіпед, у 
якого cba  , 22 3ad  ,  

3aV  , 26aS  . 

 
Рис. 1.22. 

4. Піраміда − це тіло, основа якого − много-
кутник,  а бічні грані − трикутники, що збіга-
ються в одній вершині, для неї hSV 03

1 . 

Висота будь-якої бічної грані називається 
апофемою. Якщо основа піраміди − правиль-
ний многокутник, а висота проходить через 
центр основи, то піраміда називається правиль-
ною, а її бічні грані − рівнобедрені трикутники.  

Для такої піраміди lpSб  2
1 , де p  – периметр 

основи, l  – апофема.  
Якщо всі грані і основа рівносторонні три-

кутники, то піраміда називається тетраедром. 
 

Рис. 1.23. 
 

h 
l 

а 

а а 

а 

b 

с 
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Тіла обертання: 
1. Круговий циліндр − тіло, основа якого − 

круг радіусом R , а твірна перпендикулярна до 
площини основи.  RhSб 2 ;  )(2 hRRS   ; 

hRV 2 . 

 
Рис. 1.24. 

2. Круговий конус − тіло, утворене обер-
танням прямокутного трикутника навколо од-
ного з катетів. 22 hRRRlSб   , де l  − 

твірна; )( hRRS   ; hRV 2

3
1 . 

 
Рис. 1.25. 

3. Куля − тіло, утворене обертанням круга 
навколо діаметра. 

24 RS  ; 3

3
4 RV  . 

 
Рис. 1.26. 

 

§5. Тригонометрія 
Тригонометрія (гр. Τριγουου − трикутник + μετρεζισ − вимірювання) – це 

наука, що  вивчає способи вимірювання геометричних розмірів на основі неал-
гебраїчного співвідношення між величинами кутів та сторін трикутника. 

Одна дев’яноста частина прямого кута називається градусом (1°). Якщо 
  опирається на дугу AB  (рис.10), довжина якої дорівнює радіусу, то його 

величина дорівнює одному радіану.  

R 

h 

R 

l 

R 

h 
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Одна сота частина прямого кута в міжнародній системі одиниць SI назива-

ється градом. 400360  град.  Прямий кут складає 
2
  радіан. радіан

180
1 

  

017453,0 . радіан1  


180 8,447157  .  

Cинусом (лат. sinus − затока) кута   називається відношення BC  до радіу-

са кола (рис. 1.27): 
R

BC
OB
BC

sin .  

Косинусом (лат. co − при +sinus − затока) кута   називається відношення 

OC  до радіуса кола: 
R

OC
OB
OC

cos .  

Тангенсом (лат. tangens − дотична) кута   називається відношення дотич-

ної AD , що спирається на кут  , до радіуса кола: 
R

AD
AO
ADtg  .  

Котангенсом кута   називається відношення радіуса кола до дотичної, на 

яку спирається кут  : 



tgAD

R
AD
AOctg 1 . 

Величини  ctgtg ,,cos,sin  − математичні символи, що означають пев-
ні поняття, тому неправильно вважати, що, наприклад, між знаками sin  та   
існує дія множення ( sin  − це єдиний і нероздільний символ). 

Побудовані на колі (рис. 1.27) трикут-
ники OBC  та OAD  прямокутні, тому мо-
жемо стверджувати, що відношення проти-
лежного до кута   катета до гіпотенузи 
утворює sin , відношення прилеглого до 
кута катета до гіпотенузи утворює cos , 
відношення протилежного катета до прилег-
лого − tg  і відношення прилеглого катета 
до протилежного − ctg . Поняття тригоно-
метричних функцій кута   побудовані на 
колі, тому називаються круговими тригоно-
метричними функціями.  

Якщо 1R , то BCsin ; OCcos ; ADtg  ; 
AD

ctg 1 . За теоремою 

Піфагора  222 OBOCBC   1)()( 22222

R
OC

R
BCROCBC                                                                                           

                                                   1cossin 22                                         (1.10) 
Отримали теорему Піфагора в тригонометричній формі. 

α 

R 

C A 

В 

D 

0 
Рис. 1.27. 



 37

В першій чверті кола всі тригонометричні функції додатні. Знаки функцій 
в різних чвертях показано на рис. 1.28. 

Кут  3602720  означає, що зроблено два повних оберти. Напрямок обер-
тання  −  проти годинникової стрілки (рис. 1.29).  Кут, що належить до першого 
оберту, є головним значенням кута. 

 

Значення sin , cos , tg  та ctg  змінюються зі зміною кута  , тому 
вони утворюють тригонометричні функції хsin , хcos , tgх  та ctgх . 

Область значень тригонометричних функцій:  1;1sin x ;  1;1cos x ; 
  ;tgx ;   ;ctgx . 

 
Значення тригонометричних функцій для кутів 0 , 30 , 45 , 60 , 90 : 

 0  30  45  60  90  

sin  0 2
1  

2
2  2

3  1 

cos  1 
2
3  

2
2  2

1  0 

tg  0 3
3  1 3  не існує 

ctg  не існує 3  1 3
3  0 

 
 sinα cosα  tgα      ctgα 

 +        +                   −       +                     −       +                   −        + 
 

      −    −                   −       +                     +       −                   +        − 
  
 

           а) б) в) г) 
Рис. 1.28. 

                 π/2                                          5π/2                              π/2 + 2πn 
 

 
                        α                                            α                                            α 
    π 0          3π                           2π     π+2πn                           2π+2πn
  
 
 
 3π/2    7π/2 3π/2+2πn 
           1-й оберт 2-й оберт n-й оберт 

 
Рис. 1.29. 
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Формули зведення: 
Для знаходження значень тригонометричних функцій будь-якого кута за-

стосовують так звані формули зведення, які дають можливість виразити триго-
нометричні функції через їх значення в першій чверті.  

Якщо задана тригонометрична функція кута   n , то функція не 
змінюється, а її знак знаходиться згідно з рис. 1.28.  

Приклад: )5sin(   . Число 5  − ціле, тому функція не змінюється. Кут 
  225 , тобто зроблено два повних оберти, а кут після цього 

складає   . Отже, гострий кут   знаходиться в третій чверті, де синус має 
від'ємне значення. Тому  sin)5sin(  . 

Якщо   n
2

, то функція змінюється: синус на косинус, тангенс на ко-

тангенс та навпаки, а знак функції знаходиться згідно з рис. 027. 

Приклад: 





 






 






  

2
32cos

2
34cos

2
7cos . Маємо кут  

2
3 , 

тобто кут   знаходиться в четвертій чверті. Функція змінюється з косинуса на 

синус, від’ємний в четвертій чверті, тому  sin
2

7cos 





  . 

Формули зведення можна подати в узагальненій таблиці: 

х 


2
    


2

3    


2
    


2

3  

sin  cos  – sin  – cos  – sin  cos  sin  – cos  
cos  – sin  – cos  sin  cos  sin  – cos  – sin  
tg  – ctg  tg  – ctg  – tg  ctg  – tg  ctg  
ctg  – tg  ctg  – tg  – ctg  tg  – ctg  tg  

 
Основні співвідношення: 

1cossin 22   ; 



cos
sintg ; 




sin
cosctg ; 

1  ctgtg ; 


 2
2

cos
11  tg ; 


 2

2

sin
11  ctg . 

 
Формули суми та різниці кутів: 

 sincoscossin)sin(  ;  sincoscossin)sin(  ; 
 sinsincoscos)cos(  ;  sinsincoscos)cos(  ; 




tgtg
tgtgtg





1
)( ; 




tgtg
tgtgtg





1
)( . 



 39

Формули подвійних та половинних кутів: 
 2222 sin211cos2sincos2cos  ;  cossin22sin  ; 

2
2cos1sin 2  

 ; 
2

2cos1cos2  
 ; 

2
1

2
2

sin
2 




tg

tg


 ; 

2
1

2
1

cos
2

2






tg

tg




 ; 

2
1

2
2

2 




tg

tg
tg


 . 

Зауваження. Поняття подвійних чи половинних кутів досить умовні. Будь-
який кут можна вважати як половинним, так і подвійним. Наприклад, 

 2sin4sin  , де  2  , або 4sin 2
1sin , де  8 . 

Сума та різниця тригонометричних функцій: 

2
cos

2
sin2sinsin  




 ; 
2

sin
2

cos2sinsin  



 ; 

2
cos

2
cos2coscos  




 ; ;
2

sin
2

sin2coscos  



  





coscos

)sin(



 tgtg ; 





coscos
)sin(




 tgtg ; 




sinsin
)sin(




 ctgctg ; 



sinsin
)sin(




 ctgctg . 

Добуток тригонометричних функцій 

))sin()(sin(2
1cossin   ; 

))cos()(cos(2
1sinsin   ; 

))cos()(cos(2
1coscos   . 

Обернена дія знаходження величини кута за відомими тригонометричними 
функціями дає обернені тригонометричні функції: ,arcsin a aarccos , arctga , 
arcctga (лат. arcus − дуга). 

 aarcsin  asin ,   



 

2
;

2
arcsin a ;  

,cosarccos aa     ;0arccos a ;    

atgarctga   ,   )
2

;
2

( 
arctga ; 

actgarcctga   ,   );0( arcctga . 
 



 40

Графіки тригонометричних функцій 

 

 
 

  y            y=sinx 
      1              
             x 
 −2π    −π           0                    π                  2π 
                                                             −1 
 

Рис. 1.30. 
 y 
         1           y=cosx 
 
 0      x 
      −2π −π π  2π 
 
  −1 

Рис. 1.31. 

 
                  y          y 
 
                                                
 
 
 
   −π               π              x               −π                                       π                  x 
                        0         0 
 
 
 
 
 
 
                                 Рис. 1.32.                                                   Рис. 1.33. 

y=tgx y=сtgx 
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Графіки обернених тригонометричних функцій 

 

 

 
 

      y                                                                      y 
                      0,5π                                                                       π 
 
                          y=arcsinx                                                        y=arccosx          
 
                                                             x                                           0,5π                                          
    −1                    0                     1                                        
 
 
                     −0,5π                                                −1                   0                       1       x 
                           

Рис. 1.34.                                                                Рис. 1.35. 

 
                                                             y 
 0,5π 

             y=arctgx 
 
 
                                               −1          0                    1                                            x 
 
 
 
 
     −0,5π 
 

Рис. 1.36. 
 

 y 
      π  
   
 y=arcctgx 
 
 
     0,5π 
 
 
 
          x 
                                                 −1   0            1 

Рис. 1.37. 
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ІI. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 

Лінійна алгебра – це один із найбільш важливих підрозділів вищої алгебри, 
яка займається вивченням довільних систем першого порядку. 

Вивчення таких систем привело до введення понять визначника та матриці. 
Причому, теорія матриць виявилась настільки плідною, що її застосування ви-
йшло далеко за межі лінійної алгебри. 

Широке застосування симплексного методу, як методу оптимізації в ліній-
ному програмуванні, спонукало до вивчення основ лінійної алгебри як необхід-
ної бази до розуміння основних понять цього на сьогодні неперевершеного ме-
тоду послідовного покращення (незважаючи на алгоритмічні та теоретичні не-
гаразди). 
 

§1. Матриці та дії над ними 
Нехай задано множину чисел, розміщених у вигляді квадратної таблиці: 





















mnmm

n

n

аaа

ааа
ааа

А

...
............

...

...

21

22221

11211

       або      

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

                        (2.1) 

Таку впорядковану множину називають матрицею (mxn). Поняття матриці 
вперше ввели англійські математики У. Гамільтон і Д. Келі. Коротко матрицю 
позначають так:  

mnijаА  , або  
mnijаА  . В цьому записі вказується кількість 

рядків і  та стовбців j  матриці. 
Озн. Матрицею називається упорядкована по рядках та стовпцях таблиця 

елементів: букв, чисел, функцій тощо. Так, наприклад, сторінка газети є матри-
цею, оскільки вона має рядки тексту і стовпці у вигляді колонок тексту. 

Матриці позначають великими латинськими літерами А, В, С тощо.  
Числа ijа  називають елементами матриці. 

Добуток числа рядків m  на число стовбців n  називають розміром матриці і 
позначають nmx . 

Матриці мають однакові розміри, якщо у них однакова кількість рядків і сто-
вбців. 

Озн. Матриці А та В називають рівними між собою, якщо вони мають од-
накові розміри, а їх елементи, що знаходять на однакових місцях, рівні між со-
бою. При цьому пишуть ВА  . 

Озн. Квадратною називають таку матрицю  
mnijаА  , в якій nm  , тобто 

кількість рядочків дорівнює кількості стовпчиків. 
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Наприклад, 






















102
353

021
А . 

Озн. Діагональною називають матрицю, по головній діагоналі якої розта-

шовані елементи ijа , а інші елементи є нулями, тобто 





















mmа

а
а

А

...00
............
0...0
0...0

22

11

. 

Озн. Одиничною називають діагональну матрицю, по головній діагоналі 

якої розташовані одиниці, тобто 





















1...00
............
0...10
0...01

А . 

Озн. Нульовою називають матрицю, всі елементи якої нулі: 





















0...00
............
0...00
0...00

А . 

Властивість: Якщо до заданої матриці А додати нульову, то отримаємо 
задану матрицю А. 

Дії над матрицями: 

Нехай задано матриці А та В: 






















102
353

021
А , 




















213
5411
010

В . 

1. Сума матриць. 

Операція додавання матриць вводиться тільки для матриць однакового ро-
зміру. Сумою матриць  

mnijаА   та  
mnijbВ   називається матриця  

mnijсС  , 

де ijijij baс  . При цьому записують ВАC  . 

Приклад: 

 
    











































111
298
011

211032
5345113

001201
ВА . 
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Властивість: Для довільних матриць А, В та С однакових розмірів 
справджуються рівності: АВВА  ;    СВАСВА  . 

2. Добуток матриці на число. 

Добутком матриці  
mnijаА   на число λ називається матриця  

mnijсС  , де 

ijij aс  . При цьому записують АC  . 

Приклад: 

 
 
  











































408

122012
084

140424
345434

042414
4 А . 

3. Віднімання матриць. 

Різницю матриць А та В розглядають як суму матриць А та –В, при чому 
матриця –В утворена множенням матриці В на –1. 

Властивості додавання та множення на число: 
Для довільних матриць А, В однакових розмірів та довільних чисел µ і λ 

справджуються рівності:  
1) АВВА   – комутативність відносно додавання матриць; 
2)    СВАСВА   – асоціативність відносно додавання матриць; 
3) АА  0 ; 0 АА  – роль нульової матриці в діях над матрицями така, 

як числа нуль в діях над числами; 
4)    АА    – асоціативність відносно множення чисел; 
5)   ВАВА    – дистрибутивність множення на число відносно до-

давання матриць; 
6)   ААА    – дистрибутивність множення на матрицю 

відносно додавання чисел. 
4. Добуток матриць. 

Операція множення матриць вводиться лише для узгоджених матриць.  

Озн. Матриця називається узгодженою, якщо кількість стовпців першої 
дорівнює кількості рядків другої. 

Якщо ця умова не виконується, тобто матриці неузгоджені, то множення 
таких матриць неможливе. 

З узгодженості матриці А з матрицею В випливає узгодженість матриці В з 
матрицею А. Квадратні матриці одного порядку взаємно узгоджені. 
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Добутком матриці  
mnijаА   на матрицю  

nsijbВ   називається матриця 

 
mnijсС  , де jiij baс   ( ia  і-й рядок першої матриці, jb  j-й стовбець другої 

матриці). Тобто, щоб визначити елемент 24с , що стоїть в другому рядку і четве-
ртому стовбці матриці АВС  , потрібно знайти суму добутків елементів друго-
го рядка матриці А на відповідні елементи четвертого стовпця матриці В. При 
цьому записують ВАC  .  

Приклад: 























102
353

021
ВА 




















213
5411
010

 

           
           
           





















2150021140123111002
2355031345133311503
2052011042113011201





















234
192646
10722

. 

Перевіримо чи справджується переставний закон множення для матриць: 





















213
5411
010

АВ 





















102
353

021
 

     
     
     






















123103025123223113
153401105542112534111

103100005120203110
 






















112
174211
353

. 

Отже, переставний закон множення для матриць не справджується 
АВВА  . 

Властивості множення матриць: 
Для довільних матриць А, В однакових розмірів та довільних чисел µ і λ 

справджуються рівності:  
1)    СВАСВА   – асоціативність відносно множення матриць; 
2) 000  АА  – роль нульової матриці в діях над матрицями така, як 

числа нуль в діях над числами; 
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3)      АВВАВА    – асоціативність відносно множення мат-
риць і числа; 

4)   ВСАСВАС  ;   СВСАСВА   – дистрибутивність 
множення відносно додавання матриць; 

5) ААЕЕА   – роль одиничної матриці в діях над матрицями така, як 
одиниці в діях над числами; 

5. Піднесення матриці до степеня. 
Піднесення матриці до степеня n розглядають як множення матриці саму 

на себе n раз. 
Приклад: 























102
353

021
2 ААА 























102
353

021
 

     
     
     























113002015022213012
133503035523233513
103201005221203211

 























140
121912
6125

. 

6. Транспонування матриць. 
Щоб транспонувати матрицю  

mnijаА   необхідно створити матрицю 

 
nmji

Т аА  , тобто рядочки замінити стовбцями. 

Приклад: 










































130
052
231

102
353

021 Т

ТА . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

№1.1. Для матриць А та В: 










14

21
А , 












37
25

В , знайти матриці:  

а) ВА ; б) А4 ; в) ТА ; г) ВА  ; д) АВ  ; е) 2А . 
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№1.2. Виконати множення матриць А·В та В·А, якщо 





















63
11
23

А  і 








 


274
431

В . 

№1.3. Для матриць 










73

111
А  та 










18
29

В  знайти матриці:  

а) ВА
2
12  ; б) ВАВ 2 ; в) АВА 42  . 

№1.4. Для матриць А та В: 





















212

241
130

А , 

















534
201
9111

В , знайти матриці: 

а) ВА ; б) А4 ; в) ТА ; г) ВА  ; д) АВ  ; е) 2А . 

№1.5. Для матриць А та В: 





















123
454
321

А , 





















314
251
421

В , знайти 

матриці: а) ВА
2
12  ; б) ВАВ 2 ; в) АВА 42  . 

№1.6. Для матриць 










51

32
А  та 







 


37
29

В  перевірити, чи справджуються 

формули скороченого множення:  
а)   222 2 bababа  ; б)    22 bababа  . 

Виконати дії в наступних прикладах: 

№1.7. 
2

14
32

43
12



























 
; 

№1.8. 
2

74
119

73
65























 




; 

№1.9. 











































102
243
581

102
243
581 2

; 

№1.10. 

Т








































132
201

472

132
201

472 2

; 
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№1.11. 
















 












43
12

24
31

86
012

2
1

; 

№1.12. 






 







 












43
15

21
37

36
012

3
1

; 

№1.13. 















 








80
24

2
1

23
18

41
37

; 

№1.14. 






























30
96

3
1

57
18

41
57

; 

№1.15. 
























 







 
31

20
7

64
53
42

732
514

; 

№1.16. 














 

64
53
42




























 


153
642
541

4
732
514

; 

№1.17. 







 31
20

7














 













61
73
42

739
564

; 

№1.18. 




















152
670
541

4





















69
54
43








 


782
536

. 

Індивідуальне завдання 

Виконати дії 




























































014
23

12

121
543
543

714
513
21

n
n

n
nnn

n
n

n
,  

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 2. Визначники. Властивості визначників 
Озн. Визначником (детермінантом) порядку n називається число, одержане 

в результаті певних обчислень квадратної матриці  
nnijаА   того ж порядку. 

Позначається   або Adet . Поняття визначника ввів В. Лейбніц. 
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nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

                                                   (2.2) 

На відміну від матриці визначник обмежується справа та зліва одинарною 
лінією. Матриця − це таблиця, а визначник − це число. 

Щоб обчислити визначник другого порядку, від добутку елементів голов-
ної діагоналі потрібно відняти добуток елементів допоміжної діагоналі: 

 
 
 
 

 

 
 

Правило обчислення визначника випливає із системи двох лінійних рів-
нянь: 








2222121

1212111

bxaxa
bxaxa

. 

Якщо з другого рівняння знайти 2x і підставити це значення в перше рів-
няння, то одержимо рівняння з однією невідомою 1x . Розв’язування цього рів-
няння дає значення: 

.
12212211

122221
1 aaaa

ababx



                                             (2.3) 

Знаменник 21122211 aaaa   складено виключно з коефіцієнтів при невідомих, 

які утворюють матрицю 
2221

1211

aa
aa

, тому визначник .21122211 aaaa   

Розглядання квадратної системи з трьох рівнянь вказує на правило обчис-
лення визначників третього порядку, яке відрізняється від правила обчислення 
визначників другого порядку і має три рівносильних варіанти. 

1. Обчислюючи визначник третього порядку, знизу необхідно дописати два 
перших рядки, в результаті одержимо три головні і три допоміжні діагоналі: 

 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

  

Приклад:  .2461423
21
43
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232221

131211

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa
aaa
aaa

 312213231231133221332211 ()( aaaaaaaaaaaa 113223 aaa

)211233 aaa . 
2. Крім приписування знизу двох перших рядків, можна приписати два пе-

рших стовпці, що також дає три головні і три допоміжні діагоналі: 



3231

2221

1211

333231

232221

131211

aa
aa
aa

aaa
aaa
aaa

 322311312213322112312312332211 ()( aaaaaaaaaaaaaaa  

)332112 aaa . 
3. Для розкриття визначника третього порядку можна також застосувати 

правило трикутників:  

 )( 312312133221332211

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

 

 112332132231( aaaaaa )331221 aaa                                                                               (2.4) 
Для застосування правила трикутників проводимо наступні дії: 
1. Знаходимо добуток елементів головної діагоналі. 
2. Знаходимо два елементи, через які можна провести пряму, паралельну 

прямій, що проходить через головну діагональ (вище та нижче головної діагоналі). 
3. Для кожної знайденої пари знаходимо елемент, розташований у най-

більш віддаленому кутку, одержимо трикутник елементів. Ці три числа пере-
множуємо (їх дві пари) і додаємо до добутку елементів головної діагоналі. Ма-
ємо: 312312133221332211 aaaaaaaaa  . 

4. Знаходимо добуток елементів допоміжної діагоналі. 
5. Знаходимо пари чисел аналогічно пункту 2 і знаходимо добуток трьох 

елементів двох трикутників. Одержимо суму:  112332132231 aaaaaa 332112 aaa . 
6. Різниця двох одержаних сум і буде значенням визначника. 
Правило розкриття визначника 3-го порядку ще називають правилом Сар-

рюса.  

Приклад : 





536
352
234

       633232554  
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      532433652  .1843036605412100   
Властивості визначників: 

1. Значення визначника не змінюється, якщо всі його рядки замінити 
відповідними стовбцями.  



nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22212

12111

. 

Для доведення цієї властивості досить застосувати правило трикутників і 
порівняти одержані результати. Доведемо цю властивість для визначника 
третього порядку: 

113232331221312213133221312312332211

333231

232221

131211

1 аааааааааааааааааа
ааа
ааа
ааа

 ; 

113232331221312213133221312312332211

332313

322212

312111

2 аааааааааааааааааа
ааа
ааа
ааа

 . 

Отже, 21  , тобто властивість справджується. 
2. Перестановка двох рядків визначника рівносильна множенню його на –1. 

Тобто, 

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

333132

232122

13112

ааа
ааа
ааа

. 

Перевіримо дану властивість на прикладі: 

685122038
453
122
211

 ; 638201258
435
122
211

 . 

3. Якщо визначник має два однакових рядки, або стовпці, то він дорівнює 

нулю. Тобто, 

333231

131211

131211

ааа
ааа
ааа

0

333131

232121

131111


ааа
ааа
ааа

. 

Перевіримо дану властивість на прикладі: 

085202058
455
122
211

 ; 0456456
211
532
211

 . 
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4. Якщо всі елементи якого-небудь рядка, або стовпця визначника містять 
спільний множник, то його можна винести за знак визначника. Тобто, 



333231

232221

131211

ааа
kаkаkа
ааа



333231

232221

131211

kааа
kааа
kааа

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

k  . 

Перевіримо дану властивість на прикладі: 

 82080202032
455
482
211

 40101016
455
241
211

2   

36410  . 
5. Якщо всі елементи деякого рядка, або стовпця визначника дорівнюють 

нулю, то сам визначник дорівнює нулю.  

Тобто, 

333231

131211

000
ааа

ааа
0

0
0
0

3231

2221

2111


аа
аа
аа

. 

6. Якщо відповідні елементи двох рядків визначника пропорційні, то ви-

значник дорівнює нулю. Тобто, 0

333231

131211

131211


ааа
kаkаkа
ааа

. 

Перевіримо дану властивість на прикладі: 

08202020208
455
422
211

 . 

7. Якщо кожен елемент деякого рядка визначника є сумою двох доданків, 
то визначник може бути зображений у вигляді суми двох визначників, у яких 
один у згаданому рядку має перші з заданих доданків, а інший другі; елементи, 
що знаходяться на решті місць у всіх трьох визначниках одні й ті самі. Тобто, 






33323231

23222221

13121211

аbаа
аbаа
аbаа



333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

333231

232221

131211

аbа
аbа
аbа

. 

8. Якщо до елементів деякого рядка визначника додати відповідні елементи 
іншого рядка, помножені на довільний спільний множник, то значення визнач-

ника при цьому не зміниться. Тобто, 

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

33333231

23232221

13131211

аkааа
аkааа
аkааа





. 
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Обчислити визначники в наступних завданнях: 

№1.19. 
127
43

;  №1.20.  
114
09

;  

№1.21. 
75
64 

; №1.22. 
28
17

; 

№1.23. 
51

116



; №1.24. 

28
43


; 

№1.25. 
537
356
235

; №1.26. 
158
269
374

 ; 

№1.27. 
538
412
235




; №1.28. 
963
852

741





; 

№1.29. 
017
356
295





; №1.30. 

4713
221
543

 ; 

№1.31. 
252

143
3825


 ; №1.32. 

562
413
387

 ; 

№1.33. 
447
321

6511
 ; №1.34. 

514
3102
213




; 

№1.35. 
232

5129
193


; №1.36. 

342
765
3320




; 

№1.37. 

2511
1221
2232
1241





; №1.38. 

2311
1222
2130
1201




. 
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Індивідуальне завдання 
Обчислити визначники в наступних завданнях: 

1) 
51

1nn
; 2) 

nn
n

nn






32
712

22
; 3) 

261
5241
2411
225






 n
n

n
nn

n

. 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 3.  Мінори. Алгебраїчні доповнення 
Озн. Мінором іkМ , що відповідає елементу іkа  матриці (1), називається ви-

значник, який відповідає матриці, утвореній з матриці (1) викреслюванням і-го 
рядка та k-го стовбця. 



333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

3231

1211
23 aa

aa
M  . 

З визначника порядку n  можна знайти 2n мінорів (за числом елементів ви-
значника). 

Озн. Алгебраїчним доповненням іkА , що відповідає елементу іkа  матриці 
(1), називається відповідний мінор, взятий зі знаком «плюс», якщо сума його 
індексів парна, і зі знаком «мінус», якщо сума його індексів непарна: 

іkА    kі1 іkМ . 

Приклад: Дано матрицю





















536
352
234

А .  

Обчислити мінори 12М  і 22М та алгебраїчні доповнення  12А  і 22А . 

81810
56
32

12 М ;   321220
56
24

22 


М ; 

        8181063521
56
32

1 321
12  А ;  

         32122026541
56
24

1 422
22 


 А . 
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Теорема 1. Значення визначника n-го порядку, що визначає матрицю (2.1), 
дорівнює сумі добутків елементів довільного рядка або довільного стовпця на 
відповідні алгебраїчні доповнення. 

Доведення: Покажемо, що для визначника 

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

 виконуються такі 

рівності: 
131312121111 АаАаАа   313121211111 АаАаАа   

232322222121 АаАаАа   323222221212 АаАаАа   

333332323131 АаАаАа   333323231313 АаАаАа   
Доведемо, наприклад, першу з них: 


3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11131312121111 аа

аа
а

аа
аа

а
аа
аа

аАаАаАа

  3223332211 ааааа      22313221133123332112 аааааааааа  322311332211 аааааа
332121 ааа  312213133221312312 ааааааааа . 

Аналогічно доводяться і інші рівності. 
Приклад: Обчислити визначник розкладаючи його за елементами третього 

рядка:  

        
















21
73

111
31
53

12
32
57

14
1124
321
573

332313

 
               441723111153312253714

63118  . 
Теорема 2. Сума добутків елементів будь-якого рядка, або стовпця визнач-

ника на алгебраїчні доповнення відповідних елементів іншого рядка, чи сто-
впця дорівнює нулю. 

Доведення: Нехай маємо визначник 

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

.  

Розглянемо, наприклад, суму добутків елементів першого рядка визначни-
ка на алгебраїчні доповнення елементів другого рядка:  

  3213331211
3231

1211
13

3331

1311
12

3332

1312
11231322122111 ааааа

аа
аа

а
аа
аа

а
аа
аа

аАаАаАа

    012313211133113331112  аааааааааа . 
Приклад: Обчислити визначник четвертого порядку:  
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6142
3021
5103
2121






 . 

Додамо перший рядок до другого і четвертого, утворивши визначник: 

8021
3021
7024
2121






 . 

Переставимо місцями перший і третій стовпчики: 

8120
320
7420
2121

1



 . 

Додамо другий рядок до третього і четвертого рядків і винесемо спільний 
множник елементів третього та четвертого рядків: 

5100
2100
7420
2121

35

15300
10500
7420
2121

 . 

Віднявши третій рядок від четвертого, одержимо: 

90312115

3000
2100
7420
2121

35  . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Обчислити мінори та алгебраїчні доповнення в наступних завданнях: 

№1.39. 
2113
501
354




; №1.40. 
126
0314
412




; 
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№1.41. 

2622
1211
2304
1254





; №1.42. 

3011
1504
4232
1246


. 

Обчислити визначник розкладаючи його за елементами рядка або стовпця в на-
ступних завданнях:  

№1.43. 
213

117



; №1.44. 

107
1433

; 

№1.45. 
631

1582
321




; №1.46. 

131
0814
422


; 

№1.47. 

2130
1622
0504
1231





; №1.48. 

2622
5261
2431
1254



. 

Індивідуальне завдання 
Обчислити визначники в наступних завданнях: 

1) 
51

1nn
; 2) 

nn
n

nn






32
712

22
; 3) 

261
5241
2411
225






 n
n

n
nn

n

. 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 4. Ранг матриці 
Нехай задано матрицю  

mnijаА  . Виділимо в матриці А будь-які k рядків і 

стільки ж стовпців, де k – число, не більше чисел m і n. 
Озн. Визначник k порядку, складений з елементів, що стоять на перетині 

виділених рядків і стовпців, називається мінором k-го порядку матриці 
 

mnijаА  . 

Озн. Рангом  Аr  матриці А називається найбільший з порядків її мінорів, 
відмінних від нуля. 

Безпосередньо з означення випливає, що: 
1) ранг існує для будь-якої матриці; 
2)   0Аr  тоді і тільки тоді, коли 0А ; 
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3) для квадратної матриці n-го порядку ранг дорівнює n тоді і тільки тоді, 
коли матриця не вироджена. 

Озн. Квадратна матриця називається виродженою, якщо її визначник 
дорівнює нулю. 

Ранг матриці можна знайти так. Якщо всі мінори першого порядку 
дорівнюють нулю, то 0r . Якщо хоч один з мінорів першого порядку 
відмінний від нуля, а всі мінори другого порядку дорівнюють нулю, то 1r . У 
випадку, коли є мінор другого порядку, відмінний від нуля, досліджуємо 
мінори третього порядку. Так продовжуємо доти, поки не станеться одне з 
двох: або всі мінори порядку k дорівнюють нулю або мінорів порядку k не 
існує, тоді 1 kr . 

Приклад: Знайти ранг матриці: 














 


0603
0402
0101

А . 

Серед мінорів першого порядку є відмінні від нуля, тому 1r . Оскільки 

один з мінорів другого порядку 06
42
11




, а всі мінори третього порядку 

дорівнюють нулю, то 2r . 
Вказаний метод знаходження рангу матриці не завжди зручний, тому що 

пов’язаний з обчисленням значного числа визначників. Простіший метод 
ґрунтується на тому, що ранг матриці не змінюється, якщо над матрицею вико-
нати елементарні перетворення, а саме: 

а) переставити місцями два рядки, або стовпці; 
б) помножити кожен елемент рядка, або стовпця на один і той самий 

відмінний від нуля множник; 
в) додати до елементів рядка, або стовпця відповідні елементи другого 

рядка, або стовпця, помножені на одне і те саме число.  

Приклад: Знайти ранг матриці: 


























62051
281035
42413
10221

А . 

Виконуючи елементарні перетворення, маємо: 




















































72270
78070
72270
10221

62051
281035
42413
10221


























72270
78070
72270
00001
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11110
14010
11110
00001






















00000
05100
00010
00001



















00000
00100
00010
00001

. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти ранг матриці: 

№1.49. 

















4133
3221
1312

n ; №1.50. 




















123
111
132

; 

№1.51. 




















2213
3102
1111

; №1.52. 

















 

610110
1114
2715
3211

; 

№1.53. 

























192485
3254
4653
3421

; №1.54. 














 

11615
11734
0121

; 

№1.55. 



























1052
1131
0121
3210
2121

; №1.56. 



















31771
17401810
71884
11040

; 

№1.57. 



















01010
12012
01010
00202

; №1.58. 
















88630
20012
54321

. 

Індивідуальне завдання 

Обчислити ранг матриці: 

















0603
020
001

nn
n

А , 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
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§ 5. Обернена матриця. Матричні рівняння 

Нехай задано матрицю 





















mnmm

n

n

аaа

ааа
ааа

А

...
............

...

...

21

22221

11211

. Поставимо задачу знайти 

матрицю 11  А
А

. 

Озн. Квадратна матриця виду 
























nnnn

n

n

AAA

AAA
ААА

А

...
............

...

...
1

21

22221

11211

1  називається 

оберненою до матриці А. 
Озн. Зведена матриця А* складається з алгебраїчних доповнень шляхом 

транспонування: алгебраїчні доповнення, знайдені для даного рядка, запису-

ються відповідним стовпцем: 





















nnnn

n

n

AAA

AAA
ААА

А

...
............

...

...

21

22221

11211

* .                                        

Теорема 3: Для існування оберненої матриці 1А  необхідно і достатньо, що 
матриця А була не виродженою. 

Приклад: Знайти матрицю, обернену до заданої: 




















321
433
152

А . 

Обчислимо визначник матриці А і алгебраїчні доповнення всіх елементів:  

68
321
433
152




 . 

17
32
43

11 


А ; 5
31
43

12 А ; 9
21
33

13 


А ; 

17
32
15

21 А ; 7
31
12

22 


А ; 1
321
52

23 А ; 

17
43
15

31 



А ; 11

43
12

32 


А ; 21
33

52
33 


А . 
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Обернена матриця має вигляд:  























2119
1175

171717

68
11А . 

Матриця 1А  знайдена правильно, тому що ЕАА  1 , тобто: 
















































 

2119
1175

171717

68
1

321
433
152

1АА  

         
         
         





















21311217113721719352171
21411317314731739453173
21111517211751729155172

68
1

  



































100
010
001

6800
0680
0068

68
1

. 

Безпосереднім обчисленням легко переконатися, що для оберненої матриці 
справджуються рівності: ЕАААА   11 . 

Квадратна матриця може мати обернену тоді і тільки тоді, якщо вона не 
вироджена. Крім того, для не виродженої квадратної матриці А існує єдина 
обернена матриця. 

Вміння знаходити обернену матрицю дає можливість розв’язувати 

матричні рівняння. Наприклад: 1 АВ
А
ВХВХА . 

Приклад: Розв’язати матричне рівняння:  


















 74

95
35

21
X ; 

1

35
21

74
95




















X ; 

Обчислимо обернену матрицю 
1

35
21












 : 

13103
35

21



 ; 

311 А ; 512 А ; 221 А ; 122 А . 

Тоді обернена матриця матиме вигляд: 
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15
23

13
1

35
21

1

. 
























15
23

13
1

74
95

X ; 

     
      












17245734
19255935

13
1

X ; 













147
160

13
1

X ; 

















13
1

13
47

13
1

13
60

X . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Для заданих матриць знайти обернені матриці: 

№1.59. 







43
21

; №1.60. 







50
42

; 

№1.61. 


















112
211
322

; №1.62. 


















125
211
011

; 

№1.63. 


















511
220
311

; №1.64. 












 

426
523
314

; 

№1.65. 


















131
202
121

; №1.66. 














421
531
321

; 

№1.67. 














412
520
211

; №1.68. 


















452
521
012

. 

Розв’язати матричне рівняння: 

№1.69. 





















10
910

71
11

X ; №1.70. 


















115
01

31
12

X ; 

№1.71. 


















 25
93

21
12

X ; №1.72. 
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21
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X ; 
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№1.73. 
















 25

04
21
13

X ; №1.74. 













 


25
73

21
100

X ; 

№1.75. 
















15
01

211
18

X ; №1.76. 
















 10

01
11

14
X ; 

№1.77. 































 

231
310

121

411
511
211

Х ; №1.78.






































231
504
123

101
121

202
Х . 

З’ясувати, чи існують матриці, обернені до заданих: 

№1.79. 

















011
211

211
; №1.80. 















464
321

232
. 

Якщо так, то виконати перевірку ЕАА  1 . 
Індивідуальне завдання 

1. Знайти обернену матрицю до заданої: 



















714
513
21

n
n

n
А . 

2. Розв’язати матричне рівняння: 


















 n
X

n
n

1
04

37
1

,  

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 6. Системи лінійних рівнянь 
Озн. Лінійним називається рівняння, у якому невідомі величини мають пе-

рший степінь і між собою не перемножуються.  
В алгебрі прийнято всі відомі величини позначати верхньою половиною 

латинської абетки, а невідомі − нижньою. Для рівнянь з малою кількістю неві-
домих так і поступають. Оскільки число букв абетки обмежене, для рівняння з 
великою кількістю членів всі невідомі позначають як ix , коефіцієнти за невідо-

мих як ia  , а вільні члени − ib . У системі рівнянь невідома ix  зустрічається у де-

кількох рівняннях, тому для її коефіцієнта ia  додається індекс k  номера рів-
няння, а коефіцієнт позначається як ika , де i − номер невідомої, а k − номер рів-
няння. Відповідно до цього система лінійних рівнянь має вигляд: 



64 
 
















mnmnmm

n

nn

bxaxaxа

baxaxa
bxaxaxa

...
...

...

...

2211

22222122

11212111

                                   (2.5) 

Коефіцієнти за невідомих утворюють матрицю, яка складається з m  рядків 
та n  стовпців.  

Вільні члени утворюють матрицю-стовпець: 

nb

b
b

В
...

2

1

                                                                   (2.6) 

Усі невідомі nxxx ;...; 21 також можна записати у вигляді матриці-стовпця: 

nх

х
х

Х
...

2

1

                                                                   (2.7) 

Взагалі під час запису системи лінійних рівнянь необов’язково писати в і-
му стовпці невідому ix  (крім неї, там інших невідомих просто немає) чи знак 
«дорівнює»  перед вільними членами, тому систему записують у спрощеному 
вигляді. 

nnnnn

n

n

b

b
b

ааа

ааа
ааа

...
...

............
...
...

2

1

21

22221

11211

                                                   (2.8) 

Знак «дорівнює» замінено вертикальною лінією, а знак матриці вказує на 
наявність системи рівнянь у матричному вигляді. 

Озн. Система називається однорідною, якщо всі її вільні члени дорівнюють 
нулю, і неоднорідною, якщо хоч один з них відмінний від нуля. 

Множина чисел  nааа ,..., 21  називається розв’язком системи, якщо за 
підстановки цих чисел в кожне рівняння системи отримаємо рівність. 

Озн.  Система називається сумісною, якщо вона має розв’язок. 
Теорема 4: (критерій сумісності, теорема Кронекера-Капеллі): 
Система лінійних рівнянь сумісна тільки тоді, коли ранг матриці системи 

дорівнює рангу розширеної матриці. 
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Озн. Дві системи називаються рівносильними, якщо вони мають однакові 
множини розв’язків. 

Розглянемо основні методи розв’язування визначених систем, у яких число 
рівнянь дорівнює числу невідомих. 

Матричний метод розв’язування системи лінійних рівнянь: 
Теорема 5: Якщо визначник системи (1.5) відмінний від нуля, то система 

сумісна і має розв’язок, що визначається формулою:  




































3

2

1
*1

b
b
b

А
z
у
х

,                                                (2.9) 

де   – головний визначник системи, *А  – зведена матриця, 
















3

2

1

b
b
b

 – стовбець 

вільних елементів. 
Приклад: Розв’язати систему лінійних рівнянь матричним методом:  













.9623
,8537
,1772

zух
zух

zух
 

Обчислимо головний визначник системи: 

  677252331357271632
623
537
172

    

.1682942091051436    
Оскільки 0 , то система має єдиний розв’язок. 
Обчислимо алгебраїчні доповнення до кожного елемента матриці за фор-

мулою:   ij
ji

іj MА  1  

810182563
62
53

11 А ; 

    2715423567
63
57

12 А ; 

59143327
23
37

13 А ; 

    402422167
62
17

21 А ; 
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93123162
63
12

22 А ; 

    172143722
23
72

23 А ; 

323353157
53
17

31 А ;  

    37107152
57
12

32 А ;  

434967732
37
72

33 А . 

Запишемо зведену матрицю: 







































43175
3927

32408

332313

322212

312111
*

ААА
ААА
ААА

А . 

Тоді стовпець невідомих елементів 
















z
y
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 дорівнює: 
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b
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8
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43175
3927

32408
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1

 
     

   



























943817175
93891727

932840178

168
1

























38713685
2772459
288320136

168
1










































2
3

1

336
504
168

168
1 . 

Отже, {1; –3; 2} – шуканий розв’язок системи лінійних рівнянь. 
Відповідь: {1; –3; 2}.  
 

Метод Крамера: 
Теорема 6: Якщо визначник системи (1.5) відмінний від нуля, то система 

сумісна і має розв’язок, що визначається формулами: 



 хх ; 



 уу ; 



 zz . 

Приклад: Розв’язати систему лінійних рівнянь за правилом Крамера:  













.9623
,8537
,1772

zух
zух

zух
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Розв’язання: 
З попередніх обчислень головний визначник системи дорівнює 168 . 

Обчислимо додаткові визначники, замінюючи по черзі перший, другий та 
третій стовпець головного визначника стовпцем вільних елементів: 

    


 67817529319571286317
629
538
1717

х  

1683361702731516306  ; 

    


 17679523815173197682
693
587
1172

у  

50471490242556396  ; 

    


 97782233171727387932
923
837
1772

z  

3364413215323816854  . 
Визначимо корені системи рівнянь за формулами Крамера: 

1
168
168









 хх ;    3
168

504








 уу ;     2
168
336









 zz . 

Отже, {1; –3; 2} – шуканий розв’язок системи лінійних рівнянь. 
 

Метод Гауса: 
Одним із найпоширеніших методів розв’язування систем лінійних рівнянь 

є метод послідовного виключення невідомих, або метод Гауса. Цей метод за-
пропонований Гаусом і ґрунтується на елементарних перетвореннях системи 
рівнянь.  

У системі (1.5) (за nm   від другого рівняння необхідно відняти перше, 

помножене на 
11

21

a
a ; від третього – відняти перше, помножене на 

11

31

a
a  і т. д. Оде-

ржимо систему: 




















mnnnnn
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bxaxaxа

bхaxaxa
bxaxaxaxa

...
...

...
...

2211

22222122

11313212111

                                    (2.10) 
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У цій системі від третього рівняння віднімемо друге, помножене на a32'/a22', 
від четвертого – друге, помножене на a42'/a22' і т.д. Одержимо систему:  


























mnnnnn

nn
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nn

bxaxaxа

bxаха
bхaxaxa

bxaxaxaxa

...
...

...
...

...

2211

33333

22222122

11313212111

                                  (2.11) 

Далі аналогічно чинимо зі всіма рівняннями, починаючи з третього: від чет-
вертого віднімаємо третє, помножене на a43''/a33'' і т.д. Таку процедуру необхід-
но провести п разів, у результаті чого одержимо трикутну систему, у якій не 
буде елементів зліва від головної діагоналі. Штрихи біля коефіцієнтів означа-
ють, що за кожної дії коефіцієнти змінюють своє значення 


























11

33333

22222122

11313212111

...
...
...

...

n
nn

n
nn

nn

nn

nn

bxa

bxаха
bхaxaxa

bxaxaxaxa

                               (2.11) 

З останнього рівняння знаходимо 1

1





 n
nn

n
n

n a
bX ; підставивши це значення в 

)1( n -е рівняння, знайдемо 1nX . Таким чином поступово дійдемо до 1X . 
Розглянемо даний метод на прикладі: 
Приклад: Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Гауса: 













0
32

6

zyx
zyx

zух
. 

Виконаємо елементарні перетворення над рядками розширеної матриці: 
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111
112
111
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6
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111

















3
9
6

100
130
111

. 

Тоді маємо нову систему: 












3
93

6

z
zy
zух

, з якої отримуємо: 












3
2
1

z
y
х

. 

Видозміною методу Гауса є метод Жордана-Гауса, у якому нулі отримують 
не тільки нижче головної діагоналі, але й вище неї. Для цього після першого ж 
віднімання методом Гауса від першого рівняння віднімають друге, помножене 
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на a1п /a2п', так щоб в першому рівнянні зникло nX . Далі аналогічно від третьо-
го віднімають друге, помножене на a3п'/a2п' і т. д., поки не зникне nX  у всіх рів-
няннях крім останнього. Дії ліквідації перших та останніх невідомих викону-
ються почергово: х1 і хп, х2 і хп-1 і т. д. У результаті проведених дій система ма-
тиме вигляд:  




























)1()1(

3333

2222

1111

...............
n

nn
n

nn bxa

bxa
bxa
bxa

                               (2.12) 

 

З цієї системи відразу ж знаходиться будь-яка невідома. 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Розв’язати систему лінійних рівнянь: 

№1.81. 












;5536
,7352

,9234

zух
zух
zух

 №1.82. 












;024
,1343
,732

zух
zух
zух

 

№1.83. 












;15423
,133
,02

zух
zух
zух

 №1.84. 












;0623
,332
,42

zух
zух

zух
 

№1.85. 












;924
,832
,6635

zух
zух
zух

 №1.86. 












;82
,112

,3

zух
zух
zух

 

№1.87. 












;10428
,655
,5432

zух
zух
zух

 №1.88. 












;774
,223

,122

zух
zух
zух

 

№1.89. 












;021,0
,462
,138

zух
zух
zух

 №1.90. 












;853
,1432

,45

zух
zух
zух

 

№1.91. 












;3342
,926
,243

zух
zух

zух
 №1.92. 













.354
,2
,523

zух
zух

zух
 

Індивідуальне завдання 
Розв’язати систему лінійних рівнянь трьома способами: 
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1. 












.12465
,20233
,632

zух
zух
zух

 2. 












.223
,432
,032

zух
zух
zух

 

3. 












;2746
,1379

,20952

zух
zух

zух
 4. 













;2327
,25453
,9324

zух
zух
zух

 

5. 












.72
,132
,2

zух
zух

zух
 6. 













;3534
,20342
,5243

zух
zух
zух

 

7. 












;10254
,432
,3423

zух
zух
zух

 8. 












;932
,17243

,232

zух
zух
zух

 

9. 












;94
,944
,9252

zух
zух
zух

 10. 












.82
,12
,3

zух
zух

zух
 

Завдання обирається за останньою цифрою номера студента в списку. На-
приклад, студенти за номерами 3, 13 та 23 розв’язують систему №3. 

 
§ 7. Прямокутні системи 

Згідно з теоремою Кронекера-Капеллі для сумісних систем ранг матриці А 
повинен дорівнювати рангу розширеної матриці. При знаходженні рангу пере-
ходять від мінора нижчого порядку до облямовуючого його мінора вищого по-
рядку. Якщо одержаний ранг дорівнює r, то з матриці А вибирають r лінійно 
незалежних рядків: у системі залишають лише ті рівняння, коефіцієнти яких 
увійшли у вибрані рядки.  

У цих рівняннях зліва залишимо такі r невідомих, для яких визначник з їх 
коефіцієнтів не дорівнює нулю. Інші невідомі переносимо вправо і вважаємо їх 
вільними. Цим довільним невідомим надаємо довільні зна-чення і знаходимо 
невідомі зліва (наприклад, за правилом Крамера).  

Приклад: 
 
 

 
 














0895
4343

12

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
; 

18951
34113
11211





A  
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Мінор 2-го порядку: 
3     4  
1     1

=−3−4=−70. 

Мінор 3-го порядку: 




189
341
112

−8−8+27+36+1−8=0. 

Розширена матриця: 
0
4
1

18951
34113
11211





A . 

Мінор 2-го порядку: 
4    3
1     1

=4−3=10. 

 

Мінор 3-го порядку: 
018
434
111




=0+4−32+24+4−0=0. 

Ранг матриці А і ранг розширеної матриці r=2, тому система сумісна, але 
не визначена, (число невідомих більше за число рівнянь). Запишемо два рів-
няння, у яких зліва залишимо дві невідомі х1 і х2 (у нас r =2): 








54321

54321

3443
21

xxxxx
xxxxx

 

За додавання одержимо: 5
43

15431 4
3

44
54354 хххxxxxx  . 

Тоді:  

 5
43

54315432 4
3

44
52121 xxxxxxxxxxx .

4
7

4
7

4
1

43 xx     

Одержали: 














.
4
7

4
7

4
1

4
3

4
1

4
5

432

5431

xxx

xxxx
 

Це загальний розв’язок системи, з якого можна одержати низку розв’язків, 

надаючи вільним невідомим конкретні значення. Наприклад: (
4
5 ; 

4
1

 ; 0; 0; 0); 

(2, 5, 3, 0, 0) і т. д. є розв’язками системи. 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Використовуючи теорему Кронекера-Капеллі, встановити чи сумісна сис-
тема і, якщо сумісна розв’язати: 
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№1.93. 












;33224
,122

,24224

4321

4321

4321

хххх
хххх
хххх

 №1.94. 












;1194
,32
,237

21

21

21

хх
хх
хх

 

№1.95. 












;0563
,1242
,725

4321

4321

4321

хххх
хххх

хххх
 №1.96. 













;474
,12
,387

21

21

21

хх
хх
хх

 

№1.97. 












;0343
,1895

,12

54321

54321

54321

ххххх
ххххх

ххххх
 №1.98. 













;12
,43
,12

21

21

21

хх
хх
хх

 

№1.99. 












;55324
,33524

,132

4321

4321

4321

хххх
хххх

хххх
 №1.100. 













;122
,323
,234

321

321

321

хх
ххх
ххх

 

№1.101. 












;523
,33

,322

321

321

321

ххх
ххх

ххх
 №1.102. 













.4223
,132

,532

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

Індивідуальне завдання 
Дослідити систему на несумісність і, якщо вона сумісна розв’язати: 

 











;31
,12
,2

4321

4321

4321

хNххх
ххNхх

хххNх
 де N – остання цифра номера студента за списком. 

Запитання до розділу ІІ: 
1. Що називається лінійним рівнянням? 
2. Що називають матрицею? Види матриць. 
3. Дії над матрицями. 
4. Що називають визначником? Властивості визначників. 
5. Правила розкриття визначників другого та третього порядків. 
6. Мінор та алгебраїчне доповнення. 
7. Правило розкриття визначника будь-якого порядку. 
8. Розв’язування систем лінійних рівнянь методом Гауса. 
9. Правило Крамера. 
10. Що називають оберненою матрицею? 
11. Матричний метод розв’язування систем лінійних рівнянь. 
12. Що таке ранг матриці? 
13. Теорема Кронекера-Капеллі. 
14. Прямокутні та однорідні системи. 
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ІІI. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ 

§1. Основні поняття 
Озн. Скаляром називається величина, яка має тільки чисельне значення 

(наприклад, маса тіла, об’єм тіла, площа городу тощо). Позначення: a , b , AB  
тощо. 

Озн. Вектором називається величина, яка крім чисельного значення має 
напрямок (наприклад, сила, швидкість) і позначається літерами зі стрілкою над 
ними: a , b


, AB  тощо.  

Щоб обчислити координати вектора AB  необхідно від координат кінця 
 222 ;; zухВ  відняти координати початку  111 ;; zухA , тобто 

AB  121212 ;; zzуухх  . 

Приклад: Обчислити координати вектора AB , якщо  0;1;3 A , 
 4;2;1 В . 

Розв’язання: AB    04;12;31  4;3;2  . 
Озн. Довжина вектора  zуx aaaa ;;  називається абсолютною величиною 

або модулем вектора і обчислюється за формулою 222
zyх aaаа  .  

Якщо задані координати кінця  222 ;; zухВ  та початку вектора 
 111 ;; zухA , то його довжину обчислюють за формулою: 

     2
12

2
12

2
12 zzуухха  .  

Приклад: Обчислити довжину вектора AB , якщо  0;1;3 A , 
 4;2;1 В . 

Розв’язання: 

           291694432041231 222222 AB . 
Щоб визначити вектор, треба вказати: 
1) точку, з якої вектор починається (початок); 
2) сторону простору, в яку направлено вектор; 
3) пряму, якій він паралельний; 
4) довжину вектора. 
Вектор, вказаний всіма цими елементами, не буде вільним.  
Озн. Якщо вектор може мати початок у будь-якій точці прямої, на якій він 

лежить, то він буде ковзним.  
Озн. Вектор, початок якого може знаходитись у будь-якій точці простору, 

називається вільним.  
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Як правило, вивчають вільні вектори, як найбільш прості та важливі. 
Озн. Вектори a , b


 рівні, якщо вони паралельні між собою, спрямовані в 

один бік і мають однакову довжину, тобто а b . Якщо ж вони спрямовані в 

протилежні сторони, то а b . 
Озн. Вектори називаються колінеарними, якщо вони лежать на одній 

прямій або на паралельних прямих. 
Ознакою колінеарності двох векторів  zуx aaaa ;;  та  zуx bbbb ;;  є 

пропорційність їх координат: 
z

z

y

y

x

х

b
a

b
a

b
аbа 


|| . 

Приклад: Вектори  1;;2  уaa  та  zbb ;6;3   колінеарні. Знайти 

координати цих векторів. 
Розв’язання: За умовою колінеарності векторів маємо рівність: 

z

y

b
a 1

63
2 





 . Звідси:   4

3
62



уа , а 

3
2

zb . Тобто вектори мають 

координати:  1;4;2 a  та 






 

3
2;6;3b . 

Озн. Сумою векторів a  та b


називається вектор, початок якого збігається з 

початком вектора a , а кінець – з кінцем вектора b


.  

Тобто, щоб одержати суму векторів a  та b


, треба початок першого 

вектора a  з’єднати з кінцем другого b


 і спрямувати утворений вектор bас


  
від початку першого до кінця другого (рис. 3.1).  

 
Щоб знайти різницю векторів, треба сумістити початок векторів як 

доданків. Тоді вектор, спрямований від кінця другого до початку першого, буде 
різницею векторів. З bас


 bса


 , звідси стає зрозумілим напрямок 

вектора с  (рис. 3.2). 

а  b


 

bас


  
Рис. 3.1. 



 75

 
Приклад: Дано два вектори  3;1;2 а  та  5;4;3b . Знайти вектори 

bас


  та bаd


 . 
Розв’язання:  

bас


  53;41;32   8;3;5 ,  

bаd


  53;41;32   2;5;1  . 
Суму та різницю векторів можна знайти, користуючись діагоналями 

паралелограма (рис. 2.3): 
Вектори АС  і ОВ  рівні, тому вектор ОС  є сумою векторів ОА  і АС , тобто 

bаОС  . Між векторами ОА  і АС за рис. 23 є кут α, тому з трикутника ОАС 
за теоремою косинусів маємо:  

соsАСОААСОАОС  2
222

, звідси соsbababа  2
222

 

Отже, cоsbababа  2
22

                                                  (3.1) 

 
З трикутника ОВА маємо за теоремою косинусів: 

  1802
2222

соsbabaВАbа  

Отже,  sіnbababа  2
22

                                                        (3.2) 

Приклад: Вектори a  та b


 утворюють кут 
3
  , а їх довжини відповідно 

дорівнюють 5a , 8b . Знайти суму bа   та різницю векторів bа  . 

 

а  

b


 



Рис. 3.3. 

В 

А О 

С 

а  

b


 

bас


  

Рис. 3.2. 
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Розв’язання: 

 

Маємо: 
3


ОАС , тому для вектора ОС  кут між векторами a  та b


 є 

3
2 . Тоді 

3
2852852 22

22  соscоsbababа  

36,11129406425   


3

852852 22
22  соscоsbababа  

749406425  . 

Озн. Добутком вектора а  на скаляр k є вектор bkа

 , довжина якого 

дорівнює bka  . 

Приклад: Дано два вектори  3;1;2 а  та  5;4;3b . Знайти 

координати вектора bас


 2 . 
Розв’язання: bас


 2   532;412;322  . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
№2.1. Дано два вектори  2;1;1 а  та  0;4;3b . Знайти координати 

вектора bас
 23  . 

№2.2. Дано три вектори  1;2;3 а ,  4;2;0 b  та  2;1;1 с . 

Знайти координати та довжину вектора сbаd 
 43 . 

№2.3. Дано точки А(5; 0; 2), В(–3; 3; –1), С(1; 2; –3), D(5; –4; 3). Чи можуть вони 
бути вершинами трапеції. 
№2.4. Знайти точку N, з якою збігається кінець вектора a = 4;1;3  , якщо 
його початок збігається з точкою М (1; 2; –3). 
№2.5. Знайдіть координати вектора ADCDABa  2 , якщо  3;1A ,  5;2B , 

 4;3C ,  3;1D . 

а  

b


 

3
  

Рис. 3.4. 

В 

А О 

С 

3
2

а  
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№2.6. Вектори одиничні a  та b


 утворюють кут 
4
  . Знайти суму bа   та 

різницю векторів bа  . 

№2.7. Вектори a  та b


 утворюють кут 
6
  , а їх довжини відповідно 

дорівнюють 2a , 3b . Знайти суму bа   та різницю векторів bа  . 

№2.8. Вектори a  та b


 утворюють кут 120 , а їх довжини відповідно 

дорівнюють a 5b . Знайти суму bа   та різницю векторів bа  . 

№2.9. Дано: 11a , 23b , 30bа . Визначити bа  . 

№2.10. Визначити суму bа   та різницю векторів bа  , якщо bа   і 5a , 

12b . 

Індивідуальне завдання 
1. Обчислити координати та довжину вектора bас

 32  , якщо 
 nnа 2;;0 

 ,  6;4;3  nnnb . 

2. Вектори a  та b


 утворюють кут 
3
  , а їх довжини відповідно дорівнюють 

na  , 1 nb . Знайти суму bа   та різницю векторів bа  . 

n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§2. Проекція вектора на вісь 
Розглянемо проекцію вектора на вісь (рис. 3.5). Проекція вектора а  на вісь 

Ох є АВ, тобто прх а  = АВ. Вектор а  та його проекція утворюють кут α, тому:  

хх асоsаапр   . 

 
Нехай і  – вектор на осі Ох, для якого 1і . Такий вектор називається оди- 

а  

і  

α 

О В А 
Рис.3.5. 

х 
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ничним  або ортом. Тоді АВ іm  , а значить imапрх  . 

На площині відповідно матимемо (рис. 3.6):  

хх асоsаіmапр  1 , 

yх асоsаjmапр  2 . 

При чому 2cos 1sin 2    (α+β=90º). Тоді вектор а  можна розкласти за 
ортами jаіаа yх  . 

 
 

Аналогічно у просторі матимемо:  

хх асоsаіmапр  1 , 

yх асоsаjmапр  2 , 

zz асоsаkmапр  3 . 

При чому 2cos  2cos 1cos2  , де 222
zyx aaaа  . Тоді вектор 

а  можна розкласти за ортами kаjаіаа zyх  . 

Приклад: Три вектори kjіа 432  , kjіb 65  , kjіc 25   задані 

в базисі векторів kjі ;; . Знайти проекцію вектора cbad 543   у цьому 
базисі. 

Розв’язання: Додамо вектори:  















kjic
kjib

kjia

105255
242044

12963
 cbad 543 kjid 262423  .  

Отже, координати шуканого вектора  26;24;23d . 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

а  

і  

α 

О 

β 

Рис. 3.6. 

х 

у 

j  
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№2.11. У ромбі ABCD дано вектори-діагоналі аАC  , bВD  . Розкласти по 
цих векторах усі вектори-сторони ромба: АВ , ВC , CD , DА . 
№2.12. У ромбі ABCD дано вектори-сторони аАВ  , bВС  . Розкласти по цих 
векторах усі вектори: ВD , АC , CD , DА . 
№2.13. Знайти координати вектора 4а , якщо відомі кути  =60 o ;  =45 o ; 
 =60 o , які він утворює з осями координат Ох, Оу, Оz і його довжину. 

№2.14. Знайти координати вектора 8а , якщо відомі кути  =135 o ;  =60 o ; 
 =60 o , які він утворює з осями координат Ох, Оу, Оz і його довжину. 

№2.15. Дано вектори  1;2;2а ,  2;3;6b . Знайти проекцію вектора b  

на вектор а  і проекцію вектора а  на вектор b . 
№2.16. Розкласти вектор  2;3;6b  за ортами. 

№2.17. Дано вектори kjіа  63 , kjіb 54  , kjіc 243  .Обчислити 

 baпр
с

 . 

№2.18. Знайти довжину вектора kjіа 603020  . 
№2.19. Дано вектор  1;2;2а . Знайти проекцію вектора а  на координатні 
осі. 
№2.20. Дано вектора  4;2;5 а  та  2;3;6b . Знайти проекцію 

вектора а  на вектор b  та проекцію вектор b  на вектора а . 
Індивідуальне завдання 

Дано вектор  6;4;3  nnnb . Знайти проекцію вектора b  на 
координатні осі (n – остання цифра номера студента за списком). 
 

§3. Перехід від одного базису до іншого 
Озн. Вектори (більше двох) називаються компланарними, якщо вони 

лежать на одній площині або паралельні цій площині. 
Вектор  321 ;; dddd  задано в базисі векторів kjі ;; . Існує три 

некомпланарних вектори  321 ;; аааa ,  321 ;; bbbb  і  321 ;; cccc , які 

утворюють новий базис. Вектор d  у новому базисі має координати 
 zyxd ;; . 

Для їх знаходження необхідно розв’язати систему: 












3333

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa
dzcybха

. 
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Тобто, існує матриця переходу 

















333

222

111

cba
cba
cba

A . 

Приклад: Вектор  2;11;20 d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти 

координати цього вектора у базисі наступних векторів  5;3;1а , 

 1;2;3 b ,  3;4;5 с . 

Розв’язання: У новому базисі вектор d  матиме координати  zухd ;; . 
Тоді маємо систему:  













235
11423
2053

zyx
zyx
zyx

, яку розв’яжемо методом Крамера: 

 150
315

423
531







 ; 150
312

4211
5320




 x ;  

300
325

4113
5201





 y

; 450
215

1123
2031







 z
. 

Тоді за формулами Крамера: 1
150
150

х , 2
150
300

у , 3
150
450

z . 

Отже, у  новому базисі вектор d  матиме координати  3;2;1d . 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

2.21. Вектор  15;13;0 d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти 

координати цього вектора у базисі наступних векторів  3;1;2а , 

 2;1;1 b ,  3;3;1 с . 

2.22. Вектор  0;3;4d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти координати 

цього вектора у базисі наступних векторів  3;2;1а ,  2;3;1 b , 

 6;1;2с . 

2.23. Вектор  9;8;6d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти координати 

цього вектора у базисі наступних векторів  1;2;5а ,  4;1;3b , 

 2;3;6 с . 
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2.24. Вектор  8;11;3d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти координати 

цього вектора у базисі наступних векторів  1;2;1а ,  1;1;1b , 

 2;1;1с . 

2.25. Вектор  3;9;2d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти 

координати цього вектора у базисі наступних векторів  2;6;3а , 

 4;2;1b ,  3;1;4 с . 
Індивідуальне завдання 

Вектор  1;1;1d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти координати цього 

вектора у базисі наступних векторів  5;;1  nnа ,  3;1;1  nnb , 

 3;2;  nnnс  (n – остання цифра номера студента за списком). 
 

§4. Скалярний, векторний та мішаний добутки векторів 
а) Озн. Скалярним добутком векторів a  і b  (позначається a b ) називають 

число, що дорівнює добутку модулів цих векторів на косинус кута між ними 
(рис. 3.7). Нехай задано вектори  321 ;; аааa  і  321 ;; bbbb , тоді: 

zzyyxx bababaсоsbаba                      (3.3.) 

У даному записі соsb   є проекцією вектора b  на вектор a . Звідси 

знаходимо: 
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa
bababa

ba
baсоs









                                       (3.4.) 

 
Приклад: Обчислити кут між векторами jіа 32   і jіb 45  , де jі,  

одиничні вектори ( 1 jі ), що утворюють базис, тобто кут між ними складає 

90˚. 
Розв’язання:  

    22
12815103532 jjijiijijibа  . 

а  

b  

α 

Рис. 3.7. 
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Відмітимо, що 10
2

 соsiii , аналогічно 10
2

 соsjjj , 

090  соsjіjі . Маємо: 2121011208015110 bа .  

Тоді кут між векторами а  та b  : 








533
2

4113
2

4532
2cos

2222
 .5,105087,0

533
5332     

Приклад: Знайти скалярний добуток векторів  5;4;3а ,  6;4;2b , та 
косинус кута між ними. 

Розв’язання: Скалярний добуток обчислимо згідно з формулою: 

zzyyxx babababa  , тобто 5230166654423 ba . 

Тоді косинус кута між векторами  а  та b  :  

9827,0
35

713
75

13
5650

52
642543

52cos
222222







 .  

б) Озн. Векторним добутком векторів a  і b  (позначається ba ) називають 
вектор, модуль якого дорівнює добутку модулів цих векторів на синус кута між 
ними, а напрямок у нього такий, що якщо дивитися з кінця вектора на його 
початок, то вектор a  можна перевести в положення вектора b  поворотом проти 
годинникової стрілки (рис 3.8):  

 
Модуль векторного добутку є площею паралелограма, побудованого на 

векторах a  і b , як на сторонах:  
sіnbabaS                                               (3.5) 

Нехай задано вектори  321 ;; аааa ,  321 ;; bbbb  і  321 ;; cccc , тоді в 
координатній формі векторний добуток можна записати таким чином: 

zzyyxx

zzyyхх

acacac
ababаb

kji
ba


                                         (3.6) 

а  

b  

α 

Рис. 3.8. 

bа  
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А формулу площі трикутника можна подати у вигляді: 
baS                                                         (3.7) 

Для обчислення модуля використовують його властивість: 22 aa  , звідки 
добувають корінь. Застосуємо цю властивість до обчислення модуля 
векторного добутку, ураховуючи, що координати векторів задано 
 321 ;; аааa ,  321 ;; bbbb  і  321 ;; cccc :  


2

ba 





 22

zzxx

zzxx

zzуу

zzуу

acac
abab

acac
abab 2

yyxx

yyxx

acac
abab




, 

2
bаba                                               (3.8) 

Якщо вектори  колінеарні, то 0  і відповідно 0sіn , тому векторний 
добуток дорівнює 0. 

в) Озн. Мішаним добутком векторів (позначається   cbacbа  ) 
називають число, яке дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на цих 
векторах.  

Нехай задано вектори  321 ;; аааa ,  321 ;; bbbb  і  321 ;; cccc , то їх 

мішаний добуток дорівнює  
zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cbacbа                               (3.9) 

Якщо вектори a , b  і c  утворюють базис, то їх мішаний добуток не 
дорівнює нулю. Якщо цей добуток дорівнює нулю, то вектори компланарні. 

Приклад: Задано вектори  3;2;1 a ,  5;3;4 b  і  1;2;3c . 
Обчислити об’єм паралелепіпеда. 

Розв’язання: Ураховуючи означення мішаного добутку, об’єм 

паралелепіпеда дорівнює: 42
123
534

321








zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cbаV . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

2.26. Дано вектори  1;2;1 а ,  3;1;1 b ,  8;0;6с . Обчислити a b , 

сa  , аa  , сс  . 
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2.27. Обчислити скалярний добуток a b , якщо 1а , 4b , а кут між цими 

векторами дорівнює 
4
 . 

2.28. Обчислити скалярний добуток a b  і ba 23  , якщо 1а , 2b , а кут 

між векторами а  і b  дорівнює 
3
 . 

2.29. Обчислити скалярний добуток   babа  232 , якщо 2а , 1b , а кут 

між векторами а  і b  дорівнює 
3

2 . 

2.30. Визначити кут між векторами  2;0;2а ,  0;1;1b .  

2.31. Визначити кут між векторами а  і b , якщо kjіа 543  , kjіb 354  . 

2.32. Визначити кут між векторами а9  і b
9
1 ,  2;1;2 а ,  1;1;5 b .  

2.33. Знайти площу трикутника, побудованого на векторах а  і b , якщо вони 
утворюють кут 45˚ і  18bа . 

2.34. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах а  і b , якщо вони 
утворюють кут 60˚ і  32bа . 

2.35. За якого значенні р вектори  2;;1 ра ,  4;3; рb  є взаємно 
перпендикулярними? 

2.36. За якого значенні х вектори qpxm 13  і qpn  2  є взаємно 

перпендикулярними, якщо 2p , 1q , а кут між векторами p  і q  дорівнює 

3
2 ? 

2.37. Знайти гострий кут між діагоналями паралелограма, побудованого на 
векторах  0;2;3а ,  2;2;1 b . 

2.38. Дано вектор  4;3;1а . Знайти колінеарний до нього вектор з початком 
у точці  8;2;1А  і кінцем у точці В, що лежить у площині  хОу. 

2.39. Знайти об’єм  тетраедра з вершинами  3;2;1А ,  4;4;4В , 
 4;6;2С ,  6;3;2D .  
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2.40. Знайти об’єм  паралелепіпеда з вершинами  3;2;1А ,  4;0;4 В , 
 4;6;2С ,  2;2;2 D .  

2.41. Перевірити на компланарність вектори  5;1;1а ,  3;1;1 b , 

 6;2;2 с .   

2.42. Перевірити на компланарність наступні вектори  3;1;1а , 

 3;1;1 b ,  6;2;2 с .  

Індивідуальне завдання 

1. Обчислити об’єм паралелепіпеда, якщо координати його вершин дорівнюють 
 5;;1  nnА ,  3;1;1  nnB ,  3;2;  nnnС ,  4;1;  nnnD . 

2. Перевірити на компланарність вказані вектори  5;;1  nnа , 

 3;1;1  nnb ,  62;2;2  nnс   (n – остання цифра номера студента за 
списком). 

Запитання до розділу ІІІ:  
1. Що таке модуль вектора? 
2. Правила додавання та віднімання векторів. 
3. Які вектори називаються колінеарними та компланарними? 
4. Властивості векторів та дії над ними. Знаходження довжини вектора. 
5. Розкладання вектора на складові. 
6. Базисні вектори. 
7. Проекція вектора на вісь. Що таке одиничний вектор? 
8. Що таке скалярний добуток векторів? 
9. Як знаходиться кут між векторами? 
10. Правило переходу від одного базису до другого. Матриця переходу. 
11. Знаходження скалярного добутку за відомими координатами векторів. 
12. Що таке векторний добуток? 
13. Геометричний зміст модуля векторного добутку. 
14. Що таке мішаний добуток векторів? 
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ІV. ОСНОВИ АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ  НА ПЛОЩИНІ 

Аналітична геометрія – це наука, яка вивчає методи розв’язування 
геометричних задач методами аналізу. Основи аналітичної геометрії заклав 
французький математик Р. Декарт. 

§1. Системи координат 
Основою аналітичної геометрії є система координат. Систем координат 

існує багато, але найбільш розповсюджені прямокутна, або декартова система  
та полярна системи. 

а) Декартова система. На площині розглядають два взаємно 
перпендикулярні вектори: горизонтально розташований вектор Ох (вісь Ох) та 
вертикально розташований вектор Оу (вісь Оу). Точка О є початком координат. 
Обидві осі мають однаковий або різний масштаб, за допомогою якого для 
кожної точки на осях знаходиться відстань від початку координат. 

Декартова система дозволяє розв’язувати дві задачі: 
а) знаходження координат невідомої точки шляхом проведення 

перпендикулярів на осі координат (рис. 4.1.а); 
б) знаходження місця відомої точки на площині як перетину 

перпендикулярів, побудованих на осях у точках, що відповідають координатам 
шуканої точки (рис. 4.1.б). 

                       Y        Y 
 6     А(x;y)   6  
 5      5         В(7;5) 
  4      4    
  3      3 
  2      2 
 1      1 
                       0                                                                                    0 
 1    2    3     4    5    6     Х             1     2     3    4    5    6     Х 
 Рис. 4.1.а)           Рис. 4.1.б)   

Координатна система дає можливість кожній точці площини поставити у 
відповідність два числа – координати точки. Перше число є проекцією точки на 
вісь Ох, а друге – проекцією на вісь Оу. Ці координати можуть бути відомими 
або невідомими. Якщо координати точки М невідомі, то цю точку позначають 
М(х;у). Якщо ж вони відомі, то позначають М(х1; у1) або М(хМ; уМ), тобто х та у 
мають при собі числові, або буквені індекси. 

б) Полярна система. Ця система складається з деякої точки О, що 
називається полюсом, та горизонтальної осі Ох, що називається полярною 
віссю. Будь-яка точка М лежить на прямій ОМ=r, яка називається радіус-
вектором і утворює з полярною віссю кут φ, який в полярній системі є 
аргументом. 
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                                                                             М 
 

 
                                                   r 
 
                                                     φ 

    O                  x 
                                                                    Рис. 4.2. 

Величини r і φ називаються полярними координатами. Точка М в полярних 
координатах записується у вигляді М(r; φ). Форми запису координат у 
декартовій і полярній системах співпадають, тому завжди вживають додаткові 
пояснення щодо системи координат. 

Рис. 4.2. показує зв’язок між полярними та декартовими системами. 
                                                          У          М 
 
                                                                                r               y 
 
           φ      Х 
         O  x     A 

           Рис. 4.3. 
З трикутника ОМА видно, що:  

cоsrx  , sіnrx  , 
x
ytg  , 22 yxr  . 

 
§2. Найпростіші задачі, що розв’язуються за допомогою 

методу координат 
1.  Відстань між двома точками 
Нехай задано відрізок АВ з координатами кінців відрізка  11; ухА  та  

 22 ; ухВ . 
 У 

      y2                                             B 
                                                  d   
   

                   у1                     А                                        С 
   x 
         0    x1                              x2 

Рис. 4.4. 
 

З трикутника АВС маємо: АВ= 22 BCAC  . Звідси: 

 2
12

2
12 )()( yyxxAB       (4.1) 

Приклад: Знайти довжину відрізка АВ, якщо A(3; 5) і B(7; 8).   
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d= 534)58()37( 2222  . 

2. Поділ відрізка пополам 
Нехай задано відрізок АВ з координатами кінців відрізка  11; ухА  та  

 22 ; ухВ . Точка С є серединою відрізка АВ. Тоді координати точки С можна 
визначити за формулами: 

2
21 xxx 

 ; 
2

21 yyy 
                                              (4.2) 

Приклад: Знайти середину відрізка АВ, якщо A(3; 5) і B(7; 8).   

5
2

73
2

21 






xxxс ; 5,6

2
85

2
21 







yyyс . 

Отже, координати точки С (5; 6,5). 
3. Поділ відрізка в даному відношенні 

                                                  y 

    y2 D               B 
    y           P              M 
           
    y1         A                N                C   x 
                                                        x1                     x2        

Рис. 4.5.  
 

Необхідно відрізок АВ поділити в заданому відношенні |АМ|/|МВ|=λ. 
Грецька літера λ читається як “лямбда”(“ламбда”). 

Як видно з рис. 4.5,  АВС і  АМN подібні, тому |АМ|/|МВ|=|АN|/|NC|. 
Координати точки М невідомі, але відомо, що точка М ділить відрізок у 

заданому відношенні 
МВ
АМ

 . З рис. 35 слідує, що |АМ|=х−х1 і |NC|=x2−x1, 

тому 




xx

xx
2

1







1

xxx x. З подібності ∆ АВD i ∆ AMP аналогічно 

знаходимо, що 







1

21 yyy . Отже, маємо формули:  

 







1

xxx ; 







1

21 yyy .         (4.3) 

Приклад: Знайти координати точки М, яка ділить відрізок АВ у відношенні 

3
1 , якщо А (4; 8), В (12; −3).  

Маємо: .63
4
8

3
4

44

3
11

12
3
14

1
21 














xxx   
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4
213

4
7

3
4

18

3
11

3
3
18

1
21 














yyy .   

Отже координати точки М (6; 5,25). 
4.  Площа трикутника 
Нехай задано трикутник АВС з координатами вершин  11; ухА ,   22 ; ухВ  

та  33 ; ухС . 
                                                                у 
                                                 y3                          С 
   
    
                                                 у2 В 

     
 

 у1 
         A 
     х 

                                                                      х1          х3           х2       
              Рис. 4.6.  

В ∆АВС виберемо порядок обходу точок проти годинникової стрілки (з осі 
Ох потрапити на вісь Оу найпростішим шляхом можна поворотом осі Ох проти 
годинникової стрілки). Відповідно до цього вибору, якщо точка А позначена 
першою, то другою буде точка В, а не С. Площа ∆АВС може бути знайдена, 
якщо від суми площ трапецій x1ACx3 i x3CBx2 відняти площу трапеції x1ABx2: 










 )(
2

)(
2

)(
2 12

21
32

23
13

31 xxBxAxxxBxCxxxCxAxS  










 )(
2

)(
2

)(
2 12

21
32

23
13

31 xxууxxууxxуу
 

).(2
1

312312133221 yxyxyxyxyxyx   

Для обчислення існує така схемотехніка: будуючи трикутник, першою 
записуємо точку А, потім з неї проводимо пряму до точки В, далі від точки В до 
точки С, а останньою проводимо пряму від точки С до точки А. Саме в такому 
порядку виписуємо стовпчиком координати точок. Одержимо схему: 

           )(
2
1

2
1

133221133221 xyxyxyyxyxyx

y  x
y  x
y  x
y  x

S

11

33

22

11

 . 

Тоді площа трикутника обчислюється за такою схемою: 
–  + 
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)(
2
1

2
1

133221133221

11

33

22

11

xyxyxyyxyxyx

  yx
  yx
  yx
  yx

S                                       (4.4) 

Приклад: Обчислити площу трикутника А(2;7), В(12;1), С(6;15). 

  ..3430684421802
2
1

72
156
112
71

2
1 одквS   

За подібною схемою обчислюється площа будь-якого многокутника, але 
для правильного обходу точок необхідно мати рисунок. 

 
§3. Види рівняння прямої 

1. Кутовий коефіцієнт прямої 
Озн.: Рівнянням прямої називається такий математичний зв’язок між 

змінними х та у, взятими зі шкали дійсних чисел, за якого кожному значенню х 
відповідає одне і тільки одне значення у. 

 y 
 y2  B 
  
           A φ 
 y1  C 
 

                                             х 
                                                                 x1                 x2      

Рис. 4.7. 

З АВС видно, що 
12

12

xx
yy

AC
BCtg




 .  

Озн. В аналітичній геометрії тангенс кута нахилу прямої до осі Ох 
називається кутовим коефіцієнтом прямої і позначається через k. Отже: 

 
12

12

xx
yyk




 .                                                                 (4.5) 

Приклад: Знайти кутовий коефіцієнт прямої АВ, якщо А(6; 8); В(−10; 12).  

.4
4
16

812
610








k  Пряма нахилена до осі Ох під тупим кутом. 

2.  Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом, яка проходить через 
задану точку 
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Виберемо на прямій довільну точку М з невідомими координатами х та у. Тоді 
для кутового коефіцієнта можемо записати:  

)( 11
1

1 xxkyy
xx
yyk 




 .  

Отже, рівняння прямої з відомим кутовим коефіцієнтом, яка проходить через 
одну задану точку, має канонічний вигляд: 
                                                                                                     11 ххkуу                                                             (4.6) 

 y 
 y2              М 
  
 y1       A φ 
    
 
                                                                            х 
                                                      x1         x2  

 

                                                                Рис. 4.8. 
Приклад: Записати рівняння прямої, що проходить через точку А(2; 4) з 

заданим кутовим коефіцієнтом k =3.  
Згідно з формулою (4.6) одержимо: ).2(34  xy  
3.  Рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки 
Використаємо рівняння прямої через одну задану точку )( 11 xxkyy  . За 

відомих координат точок А і В маємо:  

.
12

12

xx
yyk




  Тоді .)(
12

1

12

1
1

12

12
1 xx

xx
yy
yyxx

xx
yyyy












  

Отже, рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки, має вигляд:  

 

.
12

1

12

1

xx
xx

yy
yy






                                                     (4.7) 

 

Рівняння (4.7) завдяки відсутності кутового коефіцієнта і необхідності 
користуватись таблицею тангенсів належить до найбільш вживаних на 
практиці. 

Приклад: Записати рівняння прямої, що проходить через точки А та В з 
координатами А(2; 3); В(6; 8).  

26
2

38
3






 xy  .

4
2

5
3 





xy  

4. Рівняння прямої у загальному вигляді 
Алгебраїчна форма рівняння першого порядку має вигляд:  

                                                      Ax+By+C=0.                                                     (4.8) 
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До цієї форми зводиться будь-яке з попередніх рівнянь.  
З рівняння у загальному вигляді можемо отримати рівняння прямої, яка 

відтинає на осі ординат відомий відрізок, а також кутовий коефіцієнт прямої:  

B
Cx

B
AyCAxBy  ,  

                                                      звідки  
B
Ak                                            (4.9) 

Висновок. Якщо рівняння задане в загальному вигляді, то тангенс кута 
нахилу прямої визначається відношенням коефіцієнта при х до коефіцієнта при 
у, взятому з оберненим знаком. 

Приклад: Знайти кутовий коефіцієнт прямої, що задана рівнянням   
01243  ух .  

З формули (4.9) маємо: 
4
3

4
3 


k . 

5. Рівняння прямої з відомим кутовим коефіцієнтом, яка відтинає на осі 
Оу відомий відрізок 

  y 
 
 

                                                          φ 
 А 
                                           b 
           x 

Рис. 4.9. 
 

Координати точки А (рис. 4.9) будуть: А(0; b). Використовуючи формулу 

(3.6), одержимо: .)0( bkxyxkby   Отже, рівняння прямої з відомим 

кутовим коефіцієнтом, яка відтинає на осі Ох відомий відрізок, має вигляд: 

       bkxy                                                 (4.10) 

Приклад: Записати рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом k 3, що 

відтинає по осі Оу 6 одиниць. 

З формули (4.10) маємо: y=3x+6. 
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6. Рівняння прямої, яка відтинає на осях координат відомі відрізки 
у 

 
 

В(0;b) 
 

b               A(a;0) 
                                                       a                         x 

Рис. 4.10 

ння прямої через дві задані точки, одержимо: 

12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

















0
0

0 b
y

a
ax


 b

y
a

x 1 1
b
y

a
x . 

Отже, рівняння прямої, яка відтинає на осях координат відомі відрізки і 
коротко називається рівнянням прямої у відрізках і має вигляд: 

1
b
y

a
x .                                          (4.11) 

Приклад: Пряма відсікає 5 одиниць по осі Ох і 10 одиниць по осі Оу. 
Записати рівняння прямої. 

Згідно з (4.11.) рівняння прямої буде мати вигляд:  1
105


yx . 

 
§4. Перетин прямих 

1.  Координати точки перетину прямих 
Якщо рівняння прямих, що перетинаються в точці А(х0;у0), задані в 

загальному вигляді, то точка перетину цих прямих є точкою, координати якої є 
такими, що задовольняють обидва рівняння і знаходяться з розв’язування 
системи рівнянь: 








0
0

222

111

СуВхА
СуВхА

                                                       (4.12) 

Приклад: Знайти точку перетину прямих, що задаються рівняннями  
0853  ух  та 0347  ух .  

Координати точки перетину прямих знаходимо із системи рівнянь: 








347
853

ух
ух

. 

Систему обчислимо методом Крамера: 

473512
47

53



 ; 
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471532
43

58



 ; 47569

37
83

 у . 

З формул Крамера маємо: 10 



 xх ; .10 



 yу  Отже, А(1; 1). 

2.  Кут між двома прямими 
 у ІІ 

 φ 
 
 І 
 
 

 х 
                                                                Рис. 4.11. 
 
Кут між прямими знаходимо за годинниковою стрілкою від прямої І до 

прямої ІІ. Із тригонометричних формул відомо: 



tgtg
tgtgtg





1
)( , де β і α 

– кути нахилу прямих І і ІІ. Оскільки tgα=k1,а tgβ=k2, то:  

21

12

1 kk
kktg



 .                                               (4.13) 

Приклад: Знайти кут між прямими 0853  ух  та 0347  ух .  

З формули (3.9) маємо: 
5
3

1 k  і 
4
7

2 k . 

Тоді 
41
23

20/41
20/)3512(

20/211
4/75/3

)5/3()4/7(1
)5/3(4/7 












tg . 

З тригонометричних таблиць маємо 151  
3. Умова паралельності прямих 

Якщо прямі паралельні, то кут між ними φ=0. Тоді з умови 0
1 21

12 



kk

kk  

маємо: k2−k1=0. Отже, якщо прямі паралельні, то 
21 kk  .                                                                 (4.14) 

Приклад: Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку А(1; 2) і 
паралельна прямій 0832  ух . 

Оскільки прямі паралельні, то їх кутові коефіцієнти рівні 
3
2

21  kk , тоді 

за рівнянням (4.6):  11 ххkуу  , тобто  1
3
22  ху . 
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4. Умова перпендикулярності прямих  

Якщо для прямих, що перетинаються, 
21

12

1 kk
kktg



 ,то 

12

211
kk
kkctg




 . Для 

перпендикулярних прямих φ
2


 , тобто ctg
2
 =0, а значить,  01 21kk  

1
2

1
k

k 
 .  

Отже, якщо прямі перпендикулярні, то: 
1

2

1
k

k                                     (4.15) 

Приклад: Знайти рівняння перпендикуляра до прямої 0143  ух , який 
проходить через точку А(2; 7). 

З умови перпендикулярності 
3
4

4
3

11
1

2 



k

k , тоді за рівнянням (4.6): 

 11 ххkуу  , тобто  2
3
47  ху . 

5. Відстань від точки до прямої 

 
 y M( x0; y0)  
 
                                   K 
 P 

   N    
 х 

                                                                Рис. 4.12. 
 

Відстань від точки до прямої знаходиться за перпендикуляром, тому 
спочатку треба знайти рівняння перпендикуляра МN, далі розв’язати систему 
рівнянь МN та РК і знайти координати точки N, після чого знайти довжину 
відрізка МN. Виконавши вказані дії, одержимо формулу для відстані від точки 

М до прямої РК:                        
22

00

BA
CByAx

d



 .                                             (4.16) 

Чисельник взято за модулем, тому що відстань є невід’ємним числом. 
Приклад: Знайти відстань від точки А(2; 3) до прямої 3х+4у+7=0. 

Згідно з формулою (4.16) знаходимо: 5
25

25
43

|73423|
22





d . 

Розглянемо узагальнюючий приклад. 
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Приклад: Дано координати вершин трикутника ∆А1А2А3:  А1 (0; 6); А2 (3; 2);   
А3 (5; 3) і точку А4 (2; 1). Побудувати рисунок в системі координат. 
Знайти: а) рівняння прямої А1А2;  
б) рівняння висоти та медіани  ∆А1А2А3, опущених з вершини А2;  
в) тангенс кута А2;  
г) площу трикутника ∆А1А2А3;  
д) відстань від точки А4 до прямої А1А2. 
Розв’язання: Побудуємо рисунок в системі координат: 

X

Y

1 2 3 4 5 6

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

0

 
а) Запишемо рівняння прямої А1А2: 

Рівняння прямої, що проходить через дві точки, має вигляд: 
12

1

12

1

уу
уу

хх
хх






 . 

Координати точок А1 (0; 6) і А2 (3; 2) відомі, тому рівняння набуватиме вигляду: 

62
6

03
0






 ух , або після спрощення: 01834  ух . 

б) Запишемо рівняння висоти та медіани  ∆А1А2А3, опущених з вершини А2: 
Для запису рівняння висоти А2Н, що перпендикулярна стороні А1А3, запишемо 
рівняння сторони А1А3, користуючись попередньою формулою: 

А1 

А2 

А3 

М        Н       
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12

1

12

1

уу
уу

хх
хх






 . Координати точок А1 (0; 6) і А3 (5; 3) відомі, тому рівняння 

набуватиме вигляду: 
63
6

05
0






 ух , або після спрощення: 03053  ух .  

Кутовий коефіцієнт цієї прямої дорівнює: 
5
3

31


В
Аk АА . Кутовий 

коефіцієнт перпендикулярної прямої: 
3
5

3
51

31
31









АА
АА k

k . 

Рівняння прямої, що проходить через точку  А2 (3; 2) з кутовим 

коефіцієнтом 
3
5

2
НАk  має вигляд:  22 ххkуу   , або  3

3
52  ху . Після 

перетворення рівняння висоти набуває вигляду: 0935  ух . 
Для запису рівняння медіани А2М знайдемо координати точки М, як 

середини сторони А1А3: 5,2
2

50
2

31 





 АА
м

хх
х , 5,4

2
36

2
31 





 АА

м

уу
у .  

Запишемо рівняння медіани, як рівняння прямої, що проходить через дві 

точки: 
12

1

12

1

уу
уу

хх
хх






 . Оскільки координати точок А2 і М відомо, то: 

25,4
2

35,2
3






 ух . Після спрощення рівняння медіани: 0175  ух . 

в) Знайдемо тангенс кута А2, обчисливши кутові коефіцієнти прямих А1А2 і 
А2А3. Рівняння прямої А1А2, з попередніх обчислень: 01834  ух , тоді 

3
4

21


В
Аk АА . Кутовий коефіцієнт прямої А2А3 обчислимо за формулою: 

2
1

2
1

53
32

32

32
32














хх
ууk АА . 

Кут між прямими знаходимо за годинниковою стрілкою, користуючись 

формулою: 5,5
2

11
3
1:

6
11

2
1

3
41

3
4

2
1

1 21

12 






















kk
kktg . Тоді, користуючись 

чотиризначними таблицями маємо: 2478   . 
г) Визначимо площу трикутника А1А2А3: 
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1

3

2

1

1

3

2

1

2
1

у
у
у
у

х
х
х
х

S  

6
3
2
6

0
5
3
0

2
1  

  ..5,5
2

11602563653320
2
1 одкв  

д) Відстань від точки А4 (2; 1) до прямої А1А2, 01834  ух : 

.8,5
5

29
916

181324
22

00 од
ВА

СВуАх
d 








  

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
3.1 Які з точок М (3; 5), N (2; 7), P (–1; –3), Q (–2; 0), R (3; –5) лежать на прямій 

12  ху . 
3.2. Загальне рівняння прямої 01243  ух  представити у вигляді:  
а) з кутовим коефіцієнтом; б) у відрізках на осях; в) побудувати пряму. 
3.3. Знайти рівняння сторін трикутника, вершини якого є точки А (1; –1), В (3; 
5;),  С (–7; 11). 
3.4. Знайти кути трикутника, сторони якого задано рівняннями: 01125  ух ; 

052  ух ; 012  ух . 
3.5. Знайти площу трикутника, сторони якого задано рівняннями: 

01125  ух ; 052  ух ; 012  ух . 
3.6. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку М0 (2; 5) паралельно 
прямій 01543  ух . 
3.7. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку Р0 (5; –1) паралельно 
прямій 01473  ух . 
3.8. Задана пряма 0432  ух . Скласти рівняння прямої, що проходить через 
точку М (2; 1): 
1) паралельно заданій прямій; 
2) перпендикулярно до заданої прямої. 
3.9. Знайти відстань між двома паралельними прямими: 01243  ух ,  

01343  ух . 
3.10. Знайти точку М, яка симетрична точці Р(–6; 13) відносно прямої 

0332  ух . 
3.11. Знайти точку К, яка симетрична точці Р(8; –9) відносно прямої, що 
проходить через точки А (3; –4), В (–1; –2). 
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3.12. Задано три вершини паралелограма А (–3; 1), В (3; 3),  С (4; –1). Знайти 
координати четвертої вершини. 
3.13. Задано вершини трикутника А (12; –4), В (0; 5),  С (–12; –11). Знайти: 
а) довжини сторін; 
б) рівняння сторін; 
в) рівняння висоти, що проведена з вершини В; 
г) довжину цієї висоти; 
д) рівняння медіани, що проведена з вершини А; 
е) точку перетину висоти, що проведена з вершини В, та медіани, що проведена 
з точки А; 
ж) кут С; 
з) площу трикутника. 

Індивідуальне завдання 
Дано координати вершин трикутника ∆А1А2А3 і точку А4. Знайти:  
а) рівняння прямої А1А2;  
б) рівняння висоти та медіани  ∆А1А2А3, опущених з вершини А2;  
в) тангенс кута А2;  
г) площу трикутника ∆А1А2А3;  
д) відстань від точки А4 до прямої А1А2; 
е) побудувати рисунок в системі координат. 
1. А1 (1; 2); А2 (–3; 2); А3 (–5;– 3); А4 (2; –1). 
2. А1 (2; 1); А2 (–1; 2); А3 (–2; –3); А4 (1; –6). 
3. А1 (2; 2); А2 (–2; 2); А3 (–3; –3); А4 (2; –4). 
4. А1 (1; 1); А2 (–4; 2); А3 (–4;– 3); А4 (2; –7). 
5. А1 (1; 6); А2 (–3;– 2); А3 (–5; 3); А4 (2; –1). 
6. А1 (2; 6); А2 (–3; –1); А3 (–5; 2); А4 (1; –6). 
7. А1 (3; 6); А2 (–2; –2); А3 (–5; 1); А4 (2; –3). 
8. А1 (4; 6); А2 (–4; –2); А3 (–5; 4); А4 (2; –4). 
9. А1 (6; 6); А2 (–3; –5); А3 (–2; 3); А4 (2; –7). 
10. А1 (7; 6); А2 (–5; –2); А3 (–4; 3); А4 (2; –8). 

Завдання обирається за останньою цифрою номера студента в списку.  
 

§5. Лінії другого порядку 
У загальній алгебраїчній формі рівняння ІІ порядку має вигляд: 

Ах2+Вху+Су2+Dx+Ey+F=0.                            (4.17) 
Для прямої лінії діє принцип взаємооднозначної відповідності, згідно з яким: 

1) для будь-якої накресленої в координатній системі прямої можна знайти її 
рівняння у вигляді рівняння І порядку; 
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2) для будь-якого заданого рівняння І порядку можна в координатній 
системі накреслити відповідну цьому рівнянню пряму лінію. 

Для рівнянь ІІ порядку цей принцип порушується. Наприклад, можна 
записати рівняння х2+у2+6=0, але відповідної цьому рівнянню лінії не існує 
(студенту рекомендується самому знайти пояснення). Ретельне дослідження 
рівнянь ІІ порядку і пов’язаних з цими рівняннями ліній показало, що існує 
всього 4 види кривих ліній, які описуються рівняннями ІІ порядку. Такими 
лініями є: коло, еліпс, парабола і гіпербола. 

1. Коло 
Озн. Колом називається геометричне місце точок, кожна з яких 

рівновіддалена від деякої точки, яку називають центром кола. Відстань від 
центру до кривої називають радіусом кола. 

Радіус, як відстань між двома точками, задається формулою: 
                                          2

0
2

0 )()( yyxxR  .                                           
 Піднесемо ліву та праву частину виразу до квадрату і одержимо рівняння 

кола: 
                                         22

0
2

0 Rуухх  .                                         (4.18) 
У випадку, коли центр кола знаходиться у початку координат, то рівняння 

кола матиме вигляд: 
                                                         222 Rух  .                                        (4.19) 

Рівняння кола – це рівняння другого порядку. Загальне рівняння кривої 
другого порядку має вигляд Ах2 + 2Вху + Су2 + Вх + Еу +Р = 0 і являє собою 
коло, якщо коефіцієнти при квадратах координат рівні між собою А = С та якщо 
відсутній член з добутком координат ху, тобто В = 0. 

Приклад: Записати рівняння кола, що проходить через точку В(6; 0) і має 
центром точку А(2; 3). 

З умови маємо, що АВ – це радіус кола. Тоді:  
R= 5916)30()26()()( 222

12
2

12  yyxx . 

А рівняння кола буде: 25)3()2( 22  yx .  

2.  Еліпс 
Озн. Еліпсом називається геометричне місце точок, для кожної з яких сума 

відстаней до двох точок, які називаються фокусами, є сталою величиною. 
Це визначення дає можливість легко намалювати еліпс. Якщо нитку 

довжиною L закріпити кнопками по краях до листка паперу (це фокуси), а 
вістрям олівця водити вздовж натягнутої цим вістрям нитки, то одержимо 
еліпс. 
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Канонічне рівняння еліпса з центром на початку координат.      

      12

2

2

2


b
y

a
x

                                                         (4.20) 

Координати фокусів еліпса F1(с; 0) і F2 (–с; 0). Відстань між фокусами 
дорівнює 2с. Точки перетину еліпса з осями координат А1 (а; 0), А2 (–а; 0) і В2 

(0; b), В2 (0; –b) – називаються вершинами еліпса. 
Відрізки А1А2 = 2а, В1В2 = 2 b –  називаються осями еліпса. 

Величина 
a
cе   називається ексцентриситетом гіперболи, звідки 

12  е
a
b . Ексцентриситет еліпса 

а
се  < 1. 

Відстані r1 та r2 точки М (х, у) еліпса до його фокусів називаються фокальними 
радіусами цієї точки і визначаються за формулами: r1=а–ех, r1=а+ех.  

Дві прямі, які паралельні до малої осі еліпса і знаходяться від неї на відстані 

е
а , називаються директрисами еліпса. Їхні рівняння: 

е
ах  , 

е
ах  . 

Якщо центр еліпса буде в точці А(х0; у0), то рівняння еліпса буде таким: 
    12

2
0

2

2
0 





b

yy
a

xx .                                       (4.21) 

Якщо с=0, то ε=0 і b=a (випадок кола). 
Приклад: Записати рівняння еліпса та знайти його ексцентриситет, якщо 

а=5, b=3, а центр еліпса знаходиться в точці А(3; 4). 
Для зміщеного центру маємо:  

   





 12

2
0

2

2
0

b
yy

a
xx     1

9
4

25
3 22





 yx .  

 y            у  

       
 F1   F2 x      М        

   M1                   О                          M 
    а            b       a  x 

                                                                                                                              

                                                                                                                                      F1(−c; 0)       0  F2(c; 0 ) 

 
                      Рис. 4.13 а).                Рис. 4.13 б). 
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З виразу 21 е
a
b

  маємо:  2
2

2

1 е
a
b  

5
4

25
16

25
925

25
911 2

2
2 




a
bе . 

3. Гіпербола 
Озн. Гіперболою називається геометричне місце точок, для кожної з яких 

різниця відстаней до двох деяких точок (фокусів) є величиною сталою. 
Канонічне рівняння гіперболи з центром на початку координат:  

12

2

2

2


b
y

a
x .                                                (4.22) 

 

Координати фокусів гіперболи F1(с; 0) і F2 (–с; 0). Відстань між фокусами 
дорівнює 2с. Точки перетину еліпса з віссю абсцис А1 (а; 0), А2 (–а; 0) 
називаються дійсними вершинами. Відстань А1А2 = 2а називається дійсною 
віссю гіперболи.  

Точки В2 (0; b), В2 (0; –b) – називаються уявними вершинами гіперболи, а 
відрізок В1В2 = 2b – уявною віссю гіперболи. 

Ексцентриситет гіперболи 
а
се  > 1. 

Відстані r1 та r2 точки М (х, у) гіперболи до його фокусів називаються 
фокальними радіусами цієї точки і визначаються за формулами: r1=а–ех, r1=а+ех, 
за умови, що точка М лежить на правій вітці гіперболи.  

Дві прямі, які паралельні до уявної осі гіперболи і знаходяться від неї на 

відстані 
е
а , називаються директрисами еліпса. Їхні рівняння: 

е
ах  , 

е
ах  . 

 у 
 

   

 b                 a   
 F1                  F2      x 
 
 
 

 
Рис. 4.14. 
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Прямі, що виражаються рівняннями x
a
by   називаються асимптотами 

гіперболи.  
Дві прямі, що виражаються рівняннями: 

                                             12

2

2

2


a
x

b
y  і 12

2

2

2


b
y

a
x                                (4.23) 

називаються спряженими. 

 

Якщо вісі гіперболи рівні, тобто а = b, то гіпербола називається 
рівнобічною або рівносторонньою. Її рівняння має вигляд: 222 аух   

Якщо центр перетину асимптот не співпадає з початком координат і 
знаходиться в точці А(х0; у0), то рівняння гіперболи відповідно будуть:  

          1
2

2
0

2

2
0 





b

yy
a

xx .                                        (4.24) 

Приклад: записати рівняння гіперболи, яка проходить через точку А(5; 5), 
якщо її асимптоти паралельні осям координат і перетинаються у точці В(3;2). 

З рівняння (х−х0)(у−у0)=k маємо: (х−3)(у−2)=k. Підставляючи координати 
точки А в рівняння, знаходимо: (5−2)(5−3)=k => k=6. Отже,  

(х−3)(у−2)=6 є рівнянням гіперболи. 
4.  Парабола 
Озн. Параболою називається геометричне місце точок, кожна з яких 

рівновіддалена від деякої точки (фокуса) та деякої прямої (директриси).                    
Канонічне рівняння параболи з вершиною на початку координат. 
                                                   у2=2рх,                                                     (4.25) 
де р – відстань від фокуса до директриси. Вершина параболи знаходиться у 
початку координат, віссю симетрії є вісь абсцис. 
 
 

                                     y                                                                       y 
 

  b 

 a  x                                                                        х 
 
 

 
  

                             Рис. 4.15 а).                                                      Рис. 4.15 б). 

b 
     a 
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              у                                                                        y 

N(
2
P

 ; y)     d2           M(x; y) 

 
                               d1  
                  0                                 x 0     x 
                            F(

2
P ; 0) 

 
                  
                Рис. 4.16 а).                                                                Рис. 4.16 б) 

Координати фокуса F 





 0;

2
р . Рівняння директриси параболи: 

2
рх  . 

Фокальний радіус М (х,у) параболи дорівнює 
2
pxr  . 

Ексцентриситет параболи вважається рівним одиниці. 
Якщо віссю симетрії параболи слугує вісь ординат, то рівняння параболи 

матиме вигляд: 
   х2=2ру.                                                  (4.26) 

Якщо ж вершина параболи з точки О(0;0) переміститься в точку А(х0;у0), то 
рівняння параболи буде:  

                            (у−у0)2=±2р(х−х0) або (х−х0)2=±2р(у−у0).                 
Приклад: Записати рівняння параболи, яка має вершину в точці А(6; 3) і 

проходить через точку В(0;−8). 

Гілки параболи спрямовані вниз, отже, її рівняння буде таким: 
2

0)( xx )3(2)6()(2 2
0  ypxyyp . Точка В лежить на параболі, а значить 

задовольняє її рівняння. Підставивши в рівняння координати точки В, одержимо:  

11
362

22
362236)38(2)60(  pppp .  

Отже, рівняння параболи буде: )3(
11
36)6( 2  yx . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
2.14. Скласти рівняння кола з центром в точці С (2; –3) і радіусом 6 од. 
2.15. Скласти рівняння кола, що проходить через точку М (2; 6) і його центр 
співпадає з точкою С (–1; 2). 

ди
ре

кт
ри

са
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2.16. Скласти рівняння кола, що проходить через точки А (–1; 1) і В (1; –3), 
якщо центр лежить на прямій 012  ух . 
2.17. Скласти рівняння кола, що проходить через три точки А (–1; 5), В (–2; 2) і 
С (5; 5). 
2.18. Скласти рівняння кола, якщо точки А (3; 2) і В (–1;6) є кінцями одного з 
діаметрів. 
2.19. Скласти рівняння еліпса, фокуси якого розміщені на осі абсцис 
симетрично початку координат. Знаючи, що: 
1) його велика вісь дорівнює 10 одиниць, а відстань між фокусами 82 с ; 
2) його мала вісь дорівнює 24 одиниць, а відстань між фокусами 102 с ; 

3) відстань між фокусами 62 с  і ексцентриситет 
5
3

 ; 

4) його велика вісь дорівнює 20 одиниць, а ексцентриситет 
5
3

 ; 

5) його мала вісь дорівнює 10 одиниць, а ексцентриситет 
13
12

 . 

2.20. Скласти рівняння гіперболи, фокуси якого розміщені на осі абсцис 
симетрично початку координат. Знаючи, що: 
1) відстань між фокусами 102 с  і вісь 82 в ; 

2) відстань між фокусами 62 с і ексцентриситет 
2
3

 ; 

3) вісь 162 а  і ексцентриситет 
4
5

 ; 

4) рівняння асимптот ху
3
4

  і відстань між фокусами 202 с ; 

5) точки А (6; –1) і В ( –8; 22 ) знаходяться на гіперболі. 
2.21. Скласти рівняння параболи, вершина якої знаходиться в початку 
координат. Знаючи, що: 
1) парабола розміщена симетрично осі Ох і проходить через точку М (9; 6); 
2) парабола розміщена симетрично осі Ох і проходить через точку Р (–1; 3);  
3) парабола розміщена симетрично осі Оу і проходить через точку А (1; 1);  
3) парабола розміщена симетрично осі Оу і проходить через точку К (4; –8). 
2.22. Визначити, яка крива задається рівнянням та визначити її основні 
параметри: 036422  ухух . 
2.23. Визначити, яка крива задається рівнянням та визначити її основні 
параметри: 0288104 22  ухух . 

 
Індивідуальне завдання 
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1. Скласти рівняння еліпса, фокуси якого розміщені на осі абсцис симетрично 
початку координат, знаючи, що відстань між фокусами nс 22   і 

ексцентриситет 
5

2n
 . 

2. Скласти рівняння гіперболи, фокуси якого розміщені на осі абсцис 
симетрично початку координат, знаючи, що відстань між фокусами nс 22  і 

ексцентриситет 
2

3n
 . 

3. Скласти рівняння параболи, симетричної відносно осі Ох, що проходить 
через точку М (n; –2n) і початок координат. 
У вказаних завданнях n – номер студента за списком. 

 
Запитання до розділу ІV 

1. Що називають декартовою та полярною системами координат? 
2. Які задачі належать до найпростіших? 
3. Назвіть види рівняння прямої. 
4. Як знаходиться відстань від точки до прямої? 
5. Що таке взаємооднозначна відповідність? 
6. Назвіть умови паралельності та перпендикулярності прямих. 
7. Як знайти кут між прямими? 
8. Чому для ліній ІІ порядку не існує взаємооднозначної відповідності? 
9. Що називається колом, еліпсом, параболою, гіперболою? 
10. Що таке паралельний перенос та поворот осей координат? 
11. Що таке ексцентриситет? 
12. Чим відрізняються лінії ІІ порядку зі зміщеним центром від ліній з 
незміщеним центром? 
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V. ОСНОВИ АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ У ПРОСТОРІ 

§1. Найпростіші задачі 
Для знаходження співвідношень між точками, лініями та поверхнями 

застосовуються поняття векторної алгебри. За основу декартової системи взята 
правостороння система координат, у якій існує порядок обходу проти 
годинникової стрілки (рис. 4.1 а). Рідше застосовується (рис. 4.1 б) лівостороння 
система.  

 z z 
 A(x, y, z)         B(x, y, z) 
 
           0                            y   0 x 
 x  
 Рис. 5.1 а) у   Рис. 5.1 б) 

 
1. Відстань між двома точками:  
Відстань між двома точками  знаходиться аналогічно, як для точок заданих 

у площині: 
2

12
2

12
2

12 )()()( zzyyxxd  .                          (5.1) 
2. Поділ відрізка в заданому відношенні:  
Поділ відрізка у заданому відношенні проводиться за аналогічними для 

площини формулами:  








1

21 xxx ; 







1

21 yyy ; 







1

21 zzz .                        (5.2) 

Якщо відрізок ділиться пополам, то λ=1. 
Приклад: Знайти довжину та координати середини відрізка, заданого 

точками А(1; 2; 3) і В(2; 4; 5). 
Обчислимо довжину відрізка за формулою (5.1): 

3441)35()24()12( 222 AB . 
Знайдемо координати середини відрізка за формулами (5.2): 

2
3

2
21

2
21 




xxxc ;  3
2

42
2

21 






yyyc ;  4

2
53

2
21 







zzzc . 

Отже, С(
2
3 ; 3; 4). 

 
§2. Рівняння площини та прямої лінії 

1. Рівняння площини з нормальним вектором 
Нехай в декартовій системі координат задана площина α з відомою точкою 

М(х0; у0; z0), а n  – вектор, який є перпендикулярним до площини Р (рис. 5.2). 
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  z                  n           
 

      М               N  
α 

  0                                   y 
 

  x                Рис. 5.2. 
 

Вектор n  називається нормаллю. З умови перпендикулярності векторів n  і 
NM  випливає: NM 0n . 

Якщо n  (А; В; С) і NM (x−x0; y−y0; z−z0), то рівняння площини α матиме 
вигляд: 

    А(x−x0)+В(y−y0)+С(z−z0)=0. 

Після спрощення одержимо:  

Ах+Ву+Cz+D=0,                                                    (5.3) 
де D=−Ах0−Ву0−Cz0. 

Отже, у просторі будь-якій площині відповідає рівняння І порядку. 
Множники А, В, С називаються спрямовуючими коефіцієнтами.  

Якщо рівняння площини поділити на D, то одержимо: 

                                         1








C
D
z

B
D
y

A
D
x 1

c
z

b
y

a
x .                          (5.4) 

Отримане рівняння є рівнянням площини у «відрізках» на осях. 
Приклад: Скласти рівняння площини, яка перпендикулярна до осі Оу і 

проходить через точку М0 (–3; 4; 5). 
Оскільки орт  0;1;0j  перпендикулярний до площини, то його можна 

розглядати як нормальний вектор. Отже, шукане рівняння має вигляд: 
      0504130  zух , або 4у . 

2. Рівняння площини, що проходить через три точки 
Нехай на площині   задано три точки:  1111 ;; zухМ ,  2222 ;; zухМ , 
 3333 ;; zухМ , які не лежать на одній прямій. Ці точки одночасно визначають 

площину. Знайдемо її рівняння. Візьмемо на площині довільну точку  zухМ ;;  
і знайдемо вектори:  

 13131331 ;; zzууххММ  , 

 1111 ;; zzууххММ  , 

 12121221 ;; zzууххММ  . 



109 
 

Ці вектори лежать в площині  , тобто вони компланарні. Оскільки 
мішаний добуток компланарних векторів дорівнює нулю, то 

031211  ММММММ , або  

                                                 0

131313

121212

111






zzуухх
zzуухх
zzуухх

.                               (5.5) 

Маємо рівняння площини, що проходить через три точки. 
Приклад: Записати рівняння площини, що проходить через точки:  

 А1 (2; 3; –4); А2 (5; 7; 9); А3 (2;– 2; 4). 
Рівняння площини А1А2А3 у загальному вигляді: 

0




асасас

ававав

ааа

zzуухх
zzуухх
zzуухх

, тобто 0
443222
493725
432




 zух

; 

         0265324415232 xyzх 0182152497  zyx . 
3. Рівняння прямої, що задано точкою і напрямним вектором   
Нехай в просторі в прямокутній системі координат задано пряму точкою 

 000 ;; zухМ  і напрямним вектором   рnms ;; , тоді канонічне рівняння прямої в 
просторі: 

                                                    

m

xx 1 

n

yy 1

p
zz 1 .                                     (5.6) 

4. Рівняння прямої, що задано двома точками  
Нехай в просторі в прямокутній системі координат задано пряму двома 

точками  111 ;; zухА  та  222 ;; zухВ , тоді рівняння прямої матиме вигляд: 

                                                    



12

1

xx
xx





12

1

yy
yy

12

1

zz
zz


 .                                  (5.7) 

Приклад: Записати рівняння прямої А1А2, якщо А1 (2; 3; –4); А2 (5; 7; 9). 

Для прямої А1А2: 
 
 










49
4

37
3

25
2 zух

13
4

4
3

3
2 





 zух . 

5. Рівняння прямої, що задано двома площинами  
Якщо дві площини задані рівняннями  

А1х+В1у+С1z+D1=0 i А2х+В2у+С2z+D2=0, 
то при перетині вони утворюють пряму, рівняння якої міститься в розв’язку 
системи цих двох рівнянь. Задаючись двома значеннями z=z1 i z=z2, одержують 
дві системи, з яких знаходять х1, у1 та х2, у2. Отримують дві точки (х1; у1; z1) і (х2; 
у2; z2), з яких знаходять рівняння прямої. 

Приклад: Записати рівняння прямої, утвореної площинами  
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2х+3у+4z−20=0 та 5х−у+z−6=0. 

Нехай 0z , то отримаємо систему двох рівнянь з двома невідомими: 

















18315
2032

65
2032

yx
yx

yx
yx

.












17
88
17
38

у

х
, тобто 






 0;

17
88;

17
38А . 

Нехай z=3, то матимемо рівняння: 







35
832

yx
x








2
1

y
x , тобто B(1; 2; 3). 

Знайдемо рівняння прямої, що проходить через точки А і В: 














30
3

2
17
88

2

1
17
38

1 zух
3
3

17
54

2

17
21

1







 zух . 

 
§3. Перетин прямих і площин 

1. Кут між двома прямими. 

Нехай прямі а і b задано рівняннями: 


ха
xx 1 



уа
yy 1

zа
zz 1  і 




хb
xx 1 



уb
yy 1

zb
zz 1 . Кут між цими прямими дорівнює куту між їхніми 

напрямленими векторами  zух аааs ;;1  та  zух bbbs ;;2 , тоді косинус кута між 

цими прямими дорівнює: 
222222

cos
zyxzyx

zzyyxx

вввааа

вавава
А




 .                    (5.8) 

Приклад: Обчислити косинус кута А3А1А2, якщо А1(2; 3; –4); А2(5; 7; 9); 
А3(13; 1; 2). 

Враховуючи, що рівняння прямої можна подати у вигляді: 

zyx a
zz

a
уу

a
хх 111 





 , то для прямої А1А2 а  (3; 4; 13), а для А1А3 в  (11; –2; 6). 

Тоді  
 

5829,0
161194

103
62111343

61324113cos
222222








А . 

Отже, 03535829,0arccos  А . 
2. Умова перпендикулярності та паралельності двох прямих. 

Нехай прямі а і b задано рівняннями: 


ха
xx 1 



уа
yy 1

zа
zz 1  і 




хb
xx 1 



уb
yy 1

zb
zz 1 . 
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Тоді умова перпендикулярності прямих матиме вигляд:  
                                                       0 zzyyxх bababа .                                      (5.9) 

Умова паралельності:         
z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a

 .                                                 (5.10) 

3. Кут між площинами. 
Нехай задано дві площини 1  та 2  рівняннями 01111  DzСуВхА  та 

02222  DzСуВхА . Двогранний кут між площинами вимірюється лінійним 

кутом, який дорівнює куту між нормальними векторами  1111 ;; СВАn  і 

 2222 ;; СВАn  цих площин. Тоді косинус кута дорівнює: 

                              
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121

21

21

СВАСВА
ССВВАА

nn
nnсоs




 .               (5.11) 

Приклад: Знайти кут між площинами 0132  zух  і 05  zух . 

За формулою (5.11) маємо  
 

0
111312

131112
222222





соs , отже 

дані площини перпендикулярні. 
4. Умова перпендикулярності та паралельності двох площин. 
Якщо площини 1  та 2  перпендикулярні, то скалярний добуток їхніх 

нормальних векторів дорівнює нулю, тобто рівність:  
                                                     0212121  ССВВАА .                                    (5.12) 

Є умовою перпендикулярності площин. 
Якщо площини 1  та 2  паралельні, то координати їхніх нормальних 

векторів пропорційні, тобто умовою паралельності площин є рівність 
відношень: 

                                                           
2

1

2

1

2

1

С
С

В
В

А
А

 .                                                    (5.13) 

 
§4. Основні співвідношення 

1. Відстань від точки до прямої. 
Якщо задане рівняння 0 DСzВуАх  площини    і точка 

 000 ;; zухМ , що не лежить на цій площині, то відстань d  від точки М до 
площини   знаходиться за формулою: 

                                                     
222

000

СВА
DCzByAx

d



 .                                (5.14) 
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Приклад: Знайти висоту піраміди, заданої своїми вершинами А1 (–1; 2; –1); 
А2 (1; 0; 2); А3 (0; 1; –1); А4 (2; 0; –1). 

Рівняння площини основи, що проходить через точки А2, А3, А4:  

0
301
311
211




 zух

, звідки 0563  zух . 

Висоту знайдемо як відстань від точки А1 (–1; 2; –1) до площини А2А3 А4: 

46
5

163
51123

2221 



НА . 

2. Площа трикутника. 
Нехай маємо точки  1111 ;; zухА ,  2222 ;; zухА  та  3333 ;; zухА . Площу трикутника 

А1А2А3 обчислимо, користуючись властивістю добутку векторів А1А2 і А1А3: 

31212
1 AAAAS  , де 





 і
zzуу
zzуу

АААА
асас

авав
3121 




j
zzхх
zzхх

асас

авав k
уухх
уухх

асас

авав 



.     (5.15)                                                            

 Приклад: Дано координати А1 (2; 3; –4); А2 (5; 7; 9); А3 (2;– 2; 4). 
Обчислити площу трикутника А1А2А3. 

Площу трикутника обчислимо за формулою: 31212
1 AAAAS  . Для цього 

знайдемо векторний добуток векторів 3121 АААА  : 

 3121 АААА 


kjі
50
43

80
133

85
134      jі 0246532    k015  

   kji 152497  . 

Тоді:     10210152497 222
3121  AAAA . 

Отже, ..5010210
2
1

2
1

3121 одквAAAAS   

3. Об’єм піраміди. 
Нехай задано піраміду вершинами  1111 ;; zухА ,  2222 ;; zухА ,  3333 ;; zухА  

та  4444 ;; zухА , тоді її об’єм дорівнює: 

                                           

ададад

асасас

ававав

zzуухх
zzуухх
zzуухх

V





6
1                              (5.16) 

Приклад: Знайти об’єм піраміди А1А2А3А4, якщо задано координати її 
вершин  А1 (2; 3; –4); А2 (5; 7; 9); А3 (2;– 2; 4); А4 (13; 1; 2).  
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Об’єм піраміди обчислимо за формулою (4.16), тоді: 

  

 4871535290

6
1

6211
850

1343

6
1V ..

6
5170 одкуб  

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
4.1. На якій відстані від початку координат знаходяться точки А(–3; 0; 4), В(0; 
8; –6),  С(1; –1; 4).   
4.2. Задано дві вершини А(2; –3; –5), В(–1; 3; 2) паралелограма АВСД і точку 
перетину його діагоналей М(4; –1; 7). Визначити координати двох інших 
вершин цього паралелограма. 
4.3. Задано вершини трикутника А(3; 2; –1), В(5; –4; 7) і С(–1; 1; 2). Обчислити 
довжину його медіани, що проведена із вершини С. 
4.4. Обчислити відстань від точки Р(–1; 1; –2) до площини, що проходить через 
три задані точки А(1; –1; 1), В(–2; 1; 3) і С(4; –5; –2). 
4.5. Скласти рівняння площини, що проходить через точку перетину трьох 
площин 012  zух , 042  zх , 0 ух , через початок координат і 
через точку Р (7; 1; 2). 
4.6. Знайти точку перетину площин 0932  zух , 0643  zух , 

0322  zух . 
4.7. Знайти довжину відрізка А1А2, якщо А1(1; 1; 1); А2(–1; –2; –2). 
4.8. Дано координати вершин трикутника А1А2А3 А4: А1(1; 1; 1); А2(–1; –2; –2); 
А3(0;– 3; 3). Знайти рівняння сторін А1А2 і А1А3. 
4.9. Знайти косинус кута А3А1А2, якщо А1(1; 1; 1); А2(–1; –2; –2); А3(0;– 3; 3).  
4.10. Знайти площу грані А1А2А3, якщо А1(1; 1; 1); А2(–1; –2; –2); А3(0;– 3; 3).  
4.11. Знайти рівняння площини А1А2А3, якщо А1(1; 1; 1); А2(–1; –2; –2); А3(0;– 3; 
3).  
4.12. Знайти об’єм піраміди А1А2А3 А4, якщо задано координати її вершин А1(1; 
1; 1); А2(–1; –2; –2); А3(0;– 3; 3); А4(4; 3; –1). 

Індивідуальне завдання 
Дано координати вершин піраміди А1А2А3 А4. Знайти:  
а) довжину ребра А1А2;  
б) рівняння ребер А1А2 і А1А3; 
в) косинус кута А3А1А2;  
г) площу грані А1А2А3;  
д) рівняння площини А1А2А3; 
е) об’єм піраміди. 
1. А1 (1; 2; 1); А2 (–3; 2; –2); А3 (–5;– 3; 3); А4 (0; 2; –1). 
2. А1 (3; 2; 1); А2 (–3; –1; 2); А3 (–5; –2; –3); А4 (0; 1; –6). 
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3. А1 (2; 1; 2); А2 (–3; –2; 2); А3 (–3; –5; –3); А4 (0; 2; –4). 
4. А1 (1; 1; 3); А2 (–4; –3;  2); А3 (–4;– 3; –5); А4 (0; 2; –7). 
5. А1 (1; 2; 6); А2 (–3; –3; – 2); А3 (–5; –5; 3); А4 (0; 2; –1). 
6. А1 (2; 4; 6); А2 (–3; –3; –1); А3 (–5; –5; 2); А4 (0; 1; –6). 
7. А1 (4; 3; 6); А2 (–2; –3; –2); А3 (–5; –5; 1); А4 (0; 2; –3). 
8. А1 (5; 4; 6); А2 (–4; –3; –2); А3 (–5; –5; 4); А4 (0; 2; –4). 
9. А1 (1; 6; 6); А2 (–3; –3; –5); А3 (–2; –5; 3); А4 (0; 2; –7). 
10. А1 (1; 7; 6); А2 (–5; –3; –2); А3 (–4; –5; 3); А4 (0; 2; –8). 

Завдання обирається за останньою цифрою номера студента в списку. 

Запитання до розділу V: 
1. Що таке лівостороння та правостороння трійка координат? 
2. За якою формулою знаходиться відстань між двома точками.  
3. Вказати формулу координат точки, яка ділить відрізок у заданому 
відношенні. 
4. Написати рівняння площини у просторі. 
5. Написати рівняння прямої у просторі. 
6. Умови паралельності та перпендикулярності прямих. 
7. Умови паралельності та перпендикулярності площин. 
8. Відстань від точки до площини. 
9. Площа трикутника. 
10. Об’єм піраміди. 
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VІ. ОСНОВИ ТЕОРІЇ ГРАНИЦЬ 

§1. Змінні величини. Послідовності та функції 
Озн. Змінною називається величина (х), яка може приймати різноманітні 

значення. 
Наприклад, яскравість добового освітлення змінюється зі зміною часу, то-

му вона є величина змінна. 
Якщо з якоїсь причини змінна величина перестає змінюватись і приймає 

однакові значення, то вона стає сталою величиною. Тому сталу величину мо-
жемо вважати частковим випадком величини змінної. 

Будь-яка величина може змінюватися двома способами: або приймати зна-
чення шкали дійсних чисел (наприклад, температура повітря), або тільки деякі з 
них (наприклад, кількість студентів групи може змінюватися тільки на ціле чи-
сло). Перші величини називають неперервними, а другі ─ дискретними. 

Озн. Якщо величина змінюється таким чином, що її значення можна ви-
значити за її номером (від початку зміни), то таку змінну величину назива-
ють послідовністю. 

Нехай задано послідовність 32  nan . Якщо n=5, то 3525 a . 
Якщо дві змінних х та у, взяті зі шкали дійсних чисел, зв’язані між собою 

так, що кожному значенню х відповідає одне і тільки одне значення у, то між х 
та у існує функціональна залежність, яку позначають )(xfy   або 0),( yxf .  

Озн.: Функцією називають відповідність між елементами двох множин х та 
у, за якої кожному елементові першої множини х відповідає не більше одного 
елемента у другої множини.  

Наприклад: у=х3,  
х

у 1
 ,  у=4х+2. 

Якщо функція записана у вигляді ),(xfy  то такий спосіб запису назива-
ється явним аналітичним, а якщо 0),( yxf , то неявним аналітичним. Прийн-
ята також простіша форма назви: “функція задана явно”, або “функція задана 
неявно”. Від явної форми завдання завжди можна перейти до неявної форми. 
Тобто, якщо функція задана  у вигляді 42  xy , то цей запис можна подати і у 
такому вигляді − 042  yx . Але перехід від неявної форми до явної можли-
вий не завжди. Наприклад, якщо у вигляді 4)sin(8  yxxy , то у явно не ви-
ражається. 

Для будь-якої функції існує область існування, або ще кажуть область до-
пустимих значень, область визначення, область завдання. Під цією областю ро-
зуміють межі зміни величини х, як аргументу. 
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Озн. Множина всіх тих елементів з Х, для яких є відповідні елементи мно-
жини У, називається областю визначення, а множина всіх тих елементів з У, що 
відповідають елементам з Х, − областю значень даної функції.  

Приклад: Для функції у = х + 4 область визначення – всі дійсні числа: 
Rх . Область значень – це також множина всіх дійсних чисел: Rу . 

Для функції 
х

у 4
  область визначення     ;00;х , область значень 

    ;00;у .  
Озн. Графіком функції f називається множина точок (х;у) на координатній 

площині, таких, що перебігають всю множину D(f), а у = f(х). 
Приклад: Побудувати графік функції 32  xу . 

 
Функції бувають  елементарні та неелементарні. До елементарних нале-

жать усі алгебраїчні функції, в яких виконуються тільки дії алгебраїчного дода-
вання, множення, ділення, піднесення до сталого степеня та добування кореня, 

степеневі типу: xay  , логарифмічні, тригонометричні та обернені тригономе-
тричні.  Будь-яка скінчена  комбінація  цих функцій  утворює  елементарну фу-
нкцію. За нескінченної кількості дій функція перестає бути елементарною. 
Приклад неелементарної функції: ...sin...2sinsin  kxxxy  .  

Існує ряд функцій (інтегральні тощо), які не є елементарними і вивчаються 
в курсі вищої математики.  

Функція )(xfy   називається функцією однієї змінної, функція 
),( yxfz   − функцією двох змінних, а функція ,...),,,( tzyxfw   є функцією 

багатьох змінних. 
Основними способами завдання функції є аналітичний, графічний і таб-

личний спосіб. 
За аналітичного способу завдання функції відповідність між аргументом і 

функцією задається формулою (аналітичним виразом), де зазначено, які дії пот-
рібно виконати над значенням аргументу та сталими числами, щоб отримати 
відповідне значення функції.  

За графічного способу завдання функції у = f(х) відповідність між змінними 
х і у задається графіком – множиною точок (х; у) площини, координати яких за-
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довольняють рівність у = f(х). Залежно від того, яку задано функцію, графік її 
може складатись з однієї суцільної лінії, кількох ліній, дискретної множини то-
чок площини тощо. 

Графічним способом завдання функції широко користуються при дослі-
дженнях, пов’язаних з використанням таких самописних приладів як барограф 
(для запису змін атмосферного тиску), осцилограф (для запису змін електрич-
ного струму або напруги), електрокардіограф (для запису електричних явищ, 
пов’язаних з діяльністю серця), термограф (для запису змін температури повіт-
ря) тощо. Криві (їх називають відповідно барограма, осцилограма, електрокар-
діограма, термограма), що їх виписують прилади, задають цілком певну функ-
цію, властивості якої характеризують перебіг того чи іншого процесу. 

Табличний спосіб завдання функції у = f(х) полягає в тому, що відповід-
ність між змінними х та у задається у вигляді таблиці. 

Табличний спосіб досить часто використовується при проведенні 
експериментів, коли задають певну сукупність х1, х2 …, хп значень аргументу і 
дослідним шляхом знаходять відповідні значення функції:   у1, у2,…, уп. 

Якщо функція задана аналітично, то для неї можна побудувати таблицю, 
тобто табулювати функцію. Табулюються, як правило, функції які виражаються 
складною формулою, але часто зустрічаються в практиці.  Такими є, наприклад, 
таблиці логарифмів, тригонометричні таблиці тощо.  

Крім розглянутих існують й інші способи завдання функції. Так, функцію 
можна задати словесним описом залежності між змінними. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти значення функції у вказаних точках: 

5.1. 
хх

у


 2

1  у точках –1; 0,5; 2; 

5.2. ху 25  у точках 0; 1; 2,5; 

5.3. 
4
хаrcsіnу   у точках –2; 4; 2; 

5.4. 
2
хsіnу   у точках 

3
 ; 

2
 ;  . 

5.5. х
х

у lg1
  у точках 0,1; 1; 10. 

Знайти область визначення функції: 

5.6. 
хх

у


 2

1 ; 5.7. ху 25 ; 

5.8. 
23

2
2 


хх
ху ; 5.9. 

хх
у

4
1

2 
 ; 
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5.10. 342  хху ; 5.11
23

1
2 


хх

у ; 

5.12. 
4
хаrcsіnу  ; 5.13. х

х
у  2

lg
1 ; 

5.14. 
5
233 хаrcsіnху 

 ; 5.15. 111 2  ххху ; 

5.16.  xx
х

у 


 3
2 lg

4
1 ; 5.17. 216 хsіnxу  . 

Користуючись графіком функції 2ху  , побудувати графіки функцій:  
5.18. 222 2  хху ; 5.19. 422 2  хху ; 
5.20. 822  хху ; 5.21. 1042  хху ; 
5.22. 12  хху ; 5.23. 862  хху . 
Користуючись графіком функції sіnху  , побудувати графіки функцій:  

5.24. 
2
хsіnу  ; 5.25. 

2
2 хsіnу  ; 

5.26. 
2

21 хsіnу  ; 5.27. sіnху
2
1

 ; 

5.28. sіnху
2
1

 ; 5.29. sіnху
2
12  . 

Побудувати графіки функцій: 

5.30. 
 
 








;0,1

0;,1
х

хх
у ; 

5.31. 
 
 








;2,4

2;,2

х
хх

у ; 

5.32. 
 
 








;0,1

0;,1
2

2

хх
хх

у . 

Індивідуальне завдання 
Знайти область визначення функції: 

а)   nхnх
у




1
5

2 ; б) 22 хnxу  ; 

в)
xnхn

ху






1 ; г)  xx

хn
у 


 2lg1 . 

Побудувати графіки функцій: 
а) 12  nnхху ; б)  12  хcоsу . 
де n – остання цифра номера студента за списком. 
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§2. Границя послідовності та функції 
Нескінченно великі величини 

Розглянемо послідовність nan 2 , де величина n приймає усі значення на-
туральних чисел. Будемо мати: 2; 4; 6; 8; 10; ... ; 100; ... ; 1000; ....  . Дана послі-
довність з ростом номера її члена має тенденцію до необмеженого зростання. 

Змінна величина, яка в процесі зміни необмежено зростає, називається не-
скінченно великою величиною. Коротко це позначається: (2n → ∞). Таким чи-
ном, термін “нескінченно велика величина ” означає не якесь стале велике чис-
ло, а процес неухильного зростання змінної величини. 

Для нескінченно великої величини замість 2n → ∞ пишуть: .2lim 


n
n

 Знак 

lim (читається “ліміт ”) походить від латинського слова limes − границя).  
Нескінченна величина kn   є нескінченно великою більш високого порядку 

порівняно з .1kn  Так, 2n   в нескінченну кількість разів більша від 2n. 
122lim 


n

n
 (у виразі 12 666  маємо: 62 > 61 у 6 разів). 

Властивості нескінченно великих величин 
1. Сума нескінченно великих величин є нескінченно великою величиною. 

Якщо 


2lim n
n

 і 


n
n

2lim , то 


)2(lim 2 nn
n

. 

2. Добуток нескінченно великої величини на число є нескінченно великою 
величиною. Тобто 


)(lim 2nK

n
. 

3. Добуток нескінченно великих величин є нескінченно великою величи-
ною більш високого порядку: )2(lim)2(lim 32 nnn

nn 
 .  

4. Різниця та відношення двох нескінченно великих величин є невизначенос-

ті, які схематично позначають ∞ − ∞  і  

   . Але різниця між нескінченно велики-

ми величинами різних порядків є нескінченно великою величиною. Наприклад: 




22 )2(lim nn
n

. 

5. Нескінченно велика величина може бути як додатною так і від’ємною. 
Нескінченно малі величини 

Розглянемо послідовність 
na n

1
  ; одержимо: 1; 1/2; 1/3; 1/4; ...; 1/10; ...; 1/100; 

...; 1/1000 ... . З ростом номера члени послідовності стають все меншими, посту-
пово наближаючись до нуля, але ніколи його не досягають (за ділення на будь-
яке велике число одержуємо мізерно мале число, але не нуль). Така змінна ве-
личина, яка в процесі зміни неухильно наближається до нуля, називається не-

скінченно малою величиною. Форма запису: 01lim 
 nn

. Величина 
kn

1  є нескін-
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ченно мала величина  вищого порядку, ніж 1

1
kn

. Так, величина 
2

1
n

 наближається 

з ростом n  до нуля набагато скоріше, ніж величина 
n
1 .  

Властивості нескінченно малих величин 
1. Сума скінченого числа нескінченно малих величин є нескінченно малою 

величиною:
n

lim 0)111( 32 
nnn

. 

2. Добуток нескінченно малої величини на число є нескінченно малою ве-

личиною: 0)15(lim 
 nn

. 

3. Добуток нескінченно малих величин є нескінченно великою величиною 

більш високого порядку: 0)2(lim)21(lim 2 
 nnn nn

. 

4. Відношення нескінченно малих величин є невизначеність, яку схемати-
чно позначають 

0
0 .  

Границя послідовності 

Розглянемо послідовність 
3

2



n

na n . Її члени:  ;
4
2  ;

5
4  ;

6
6  ;

7
8   … ; ;

13
20 … ; 

;
103
200 … ; ;

1003
2000  … . Відмітимо, що з ростом номера послідовності її значення 

поступово наближаються до числа 2. Різниця між значенням члена послідовно-
сті і числом 2 зменшується з ростом номера послідовності, наближаючись до 

нуля. Це означає, що змінна величина 
3

22



n

n  є нескінченно малою величи-

ною. Тому: .2
3

2lim 
 n
n

n
 

Взагалі, якщо послідовність na  має границею число A , тобто ,lim Aann



 то 

обов’язково 0 Aan  при n . Звідси маємо визначення границі послідов-
ності: 

Озн. Якщо для послідовності na  існує таке число A , для якого різниця 
між ним та членом послідовності прямує до нуля за необмеженого зростання 
номера члена, то число A  називається граничним значенням послідовності, або 
границею послідовності. 

Для функції )(xfy  , заданої на інтервалі  ba;  (рис. 5.1), виберемо точку 
 );( 0 bax  . Якщо 0xx  , то точка В на графіку прямує до точки А. Функція 

має граничне значення )( 0xfA  , якщо при 0xx   величина ,0)(  Axf  тоб-
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то: 


)(lim
0

xf
xx

.)( 0 Axf   Звідси видна простота обчислення границі: граничне зна-

чення аргументу підставити у функцію, що знаходиться під знаком границі. 
Приклад: 1453)5(lim 22

3



x

x
.  

 
Властивості границь 

1. Границя алгебраїчної суми функцій дорівнює сумі границь кожної з них: 
)(lim)(lim))()((lim 2

0
1

0
21

0
xfxfxfxf

xxxxxx 
 . 

2. Сталий множник можна винести за знак границі:  




)(lim
0

xfC
xx

)(lim
0

xfC
xx

. 

3. Границя добутку функцій дорівнює добутку границь кожної з них:  
)(lim)(lim))()((lim 2

0
1

0
21

0
xfxfxfxf

xxxxxx 
 . 

4. Границя відношення функцій дорівнює відношенню їх границь:  

)(lim

)(lim

)(
)(lim

2
0

1
0

2

1

0 xf

xf

xf
xf

xx

xx

xx





 . 

5. Знак границі можна внести під знак будь-якої дії (піднесення до степеня, 
логарифмування тощо):  

)(limlog)(loglim
00

xfxf
xxaaxx 

 . 

6. Границя сталої величини є сама стала:  

AA
xx


 0

lim . 

7. Змінна величина може мати тільки одне значення границі: 
.952)5(lim 22

2



x

x
 

Теорема: (Теорема про “середнє”). Якщо дві змінних величини U і V 
(U>V) мають одну і ту ж границю А, то всяка інша змінна величина W, для якої 

 y 
 

  
 

  A 
 y=f(x) 

 B 
 x 

                                                             0           a                                      x                                 x0            b             

Рис. 6.1. 
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відомо, що W < U i W > V (величина W знаходиться між U та V), також має гра-
ницею А.  

Це схематично можна зобразити так (див. рис. 6.2): 

 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Знайти границю послідовності:  

5.33.  
2

2

2
1lim

n
n

x




; 5.34. 
nn

nn
x 15100

1100lim 2

23





; 

5.35. 
1100001,0

31000lim 24

23




 nn
nn

x
; 

5.37.   !!1
!lim

nn
n

x 
; 

5.39.    
 !3

!1!2lim



 n

nn
x

; 

5.36. 
2

12lim
3 3




 n
nn

x
; 

5.38.    
 !3

!1!2lim



 n

nn
x

; 

5.40.    
   !1!2

!1!2lim



 nn
nn

x
. 

Користуючись означенням границі послідовності, довести, що: 

5.41. 
2
1

12
1lim 



 n
n

x
; 

5.43. 
2
5

12
5lim 
 n
n

x
; 

5.42. 
2
1

12
lim 

 n
n

x
; 

5.44. 1
12
12lim 




 n

n

x
; 

5.45.   01lim 2 


nn
x

. 

 
§3. Правила розкриття невизначеностей, утворених  

алгебраїчними виразами 
Нагадаємо, що в теорії границь нуль – це мале число, а нескінченність – 

велике. Зауваження:  

числовеликеонескінченн
числомалеонескінченн

число
 , тобто 

0
а ; 

    A 
 
 U 
 
 
 W 
 
 
 V 

Рис. 6.2. 
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числомалеонескінченн
числовеликеонескінченн

число
 , тобто 0


а . 

1. Невизначеність типу 





  від раціональних дробів. 

Границі мають вигляд: 




 )(

)(lim
0 xQ

xR
m

n

xx
, де 0

1
1 ...)( AxAxAxR n

n
n

nn  
 , 

...)( 1
1  


m
m

m
mm xBxBxQ . 0B . 

Правило: для розкриття невизначеності необхідно чисельник і знаменник 
поділити на nx , де n − найбільше значення степеня. 

Приклад:   Обчислити границю 
497
653lim 2

2




 xx
xx

x
. 

Розв’язання: 




















 497
653

497
653lim 2

2

2

2

xx
xx

x
. Найбільше значен-

ня степеня 2n , тому ділимо чисельник і знаменник на 2x : 

.
7
3

007
003

497

653

497

653
lim

497

653

lim
2

2

2

222

2

222

2













































xx

xx

xx
x

x
x

xx
x

x
x

xx
 

Зауваження: коли проводимо підстановку числа під знак границі, то знак 
границі не пишемо:  

Приклад: Обчислити границю 
65
83lim

2

3




 xx
xx

x
. 

Розв’язання: 















 65
83

65
83lim 2

3

2

3

xx
xx

x
; 

Поділимо кожен член чисельника і знаменника на 3x : 


























 0
3

000
003

651

813

651

813
lim

2

2

2

32

xxx

xx
x

.  

Приклад: Обчислити границю 
9
36lim 3

2




 xx
xx

x
. 

Розв’язання: 











 9
36lim 3

2

xx
xx

x
.  

Поділимо кожен член чисельника і знаменника на 3x : 
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9
36lim 3

2




 xx
xx

x









32

32

911

361

lim

xx

xxx
x

 















32

32

911

361

0
1
0

001
000 


 . 

Якщо проаналізувати наведені три приклади, то можна отримати висновок: 
якщо відношення раціональних алгебраїчних многочленів утворює невизначе-
ність  , то: 

а) якщо найбільші степені многочленів однакові, то відношення прямує до 
відношення коефіцієнтів при nx , де n − найбільший степінь;  

б) якщо степінь чисельника менший від степеня знаменника, то відношен-
ня прямує до нуля; 

в) якщо степінь чисельника більший від степеня знаменника, то відношен-
ня прямує до безмежності. 

2. Невизначеність типу 




0
0  від раціональних дробів 

0
0

)(
)(lim

0


 xQ
xR

m

n

xx
.  

Правило:  для розкриття невизначеності необхідно розкласти чисельник та 
знаменник на множники і спільні з них скоротити. 

Приклад:  Обчислити границю 
253
853lim

2

2

1 


 xx
xx

x
.  

Розв’язання: 
0
0

21513
81513

253
853lim 2

2

2

2

1









 xx
xx

x
. Розкладаємо квадратичні 

вирази на множники за теоремою Вієта і отримуємо: 

11
1
11

213
813

23
83lim

)
3
2)(1(3

)
3
8)(1(3

lim
11














 x
x

xx

xx

xx
. 

Можемо скоротити на 1x , тому що 01x , але нулю не дорівнює. 

3. Невизначеність типу 




0
0  від ірраціональних дробів 

Правило: позбавитись від ірраціональності множенням чисельника і зна-
менника на спряжені вирази. Спряженими будемо називати такі ірраціональні 
вирази, які при перемноженні утворюють раціональні вирази: 

)( ba   і )( ba   − спряжені, бо bababa  )()( . Анало-

гічно bababa ba  )()( 3 2333 233  .  
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Згадуємо, що 22)()( vuvuvu   і )()( 22 vvuuvu    тощо. 

Приклад: Обчислити границю 
1315
223lim

1 


 xx
xx

x
. 

Розв’язання: 












 0
0

44
44

1315
223lim

1 xx
xx

x
;  













 1315
1315

223
223

1315
223lim

1 xx
xx

xx
xx

xx
xx

x
 










 223

1315
)1315)(1315(
)223)(223(lim

1 xx
xx

xxxx
xxxx

x
 


















 223

1315
22

1lim
223
1315

1315
223lim

11 xx
xx

x
x

xx
xx

xx
xx

xx
 














 223

1315lim
2
1

223
1315

)1(2
)1(lim

11 xx
xx

xx
xx

x
x

xx 2
1

44
44

2
1





  . 

4. Невизначеність типу [∞ − ∞] 

Правило: необхідно перевести цей тип невизначеності до типу 





  мно-

женням на дріб зі спряжених виразів. 
Приклад: обчислити границю )451016(lim 2 xxx

x



.  

Розв’язання: безпосередня підстановка дає невизначеність типу  :  




)451016(lim 2 xxx
x





 xxx
xxxxxx

x 451016
451016)451016(lim

2

2
2  











 xxx

x
xxx

xxx
xx 451016

510lim
451016

1651016lim
22

22





451016

510
2

 









 .  

За правилом обчислення таких невизначеностей поділимо кожен член чи-
сельника і знаменника на x  (увага: 2x  під коренем ! ): 












451016

510
lim

451016
510lim

22

x
xx
x

xxx
x

xx









451016

510
lim

2

2

x
xx
x

x
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451016

510
lim

2xx

x
x
















451016

510
lim

2

x 4
5

8
10

416
10




 . 

5. Невизначеність типу  0   

Правило: перевести цей тип до виду 





  або 




0
0 , пам’ятаючи, що 

a

a 1
1

 . 

Приклад: обчислити границю )314()45(lim
32 xxx

x
x




. 

Розв’язання: 











)314()45()314()45(lim 3232 xxx
x

x
0 .  










32

32

314
1

45lim)314()45(lim

xxx

x
xxx

x
xx








3

2 34
1

45lim

x
xx

x
x








34

45lim
2

3

xx
x

x
x

 

3

2 )34)(45(lim
x

xxx
x




 



 3

23 12192120lim
x

xxx
x


1
20 20 . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Обчислити наступні границі:  

5.46. 
1
1lim

3

1 


 х
х

x
; 5.47.  12lim

2



х

x
; 

5.48. 
2
34lim 2

2




 хх
хх

x
; 5.49. 6

8lim 2

3




 хх
х

x
; 

5.50. 
65
83lim 2

3




 xx
xx

x
; 5.51. 

9
36

lim
3

2




 xx

xx
x

; 

5.52. 
6

8lim 2

3




 хх
х

x
; 5.53. 

65
83

lim
2

3




 xx

xx
x

; 

5.54. 
xх

х
x 69

1lim
2 



; 5.55. 

1
12lim



 х
х

x
; 

5.56. 
14

1lim



 х

х
x

; 5.57. 
22

23lim 3

2




 х
хх

x
; 

5.58. 
22
228lim 3

4




 х
хх

x
; 5.59. 

232
43lim 2

2




 хх
хх

x
; 

5.60. 
125
36lim 3

2




 xx
xx

x
; 5.61. 

210

5

44
346lim

xx
хх

x 



; 
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5.62. 
29

5

4
346lim

xx
хх

x 



; 5.63. 

хx
хх

x 2
7lim

2





; 

5.64. 
х
хх

x 2
972lim

2 


; 5.65.
623

89lim 2

2




 хх
х

x
; 

5.66. 
ххх

х
x 623

89lim 24

2





; 5.67. 

2
4lim

2

2 


 х
х

x
; 

5.68. 
4

65lim 2

2

2 


 х
хх

x
; 5.69. 

2
34lim 2

2

1 


 хх
хх

x
; 

5.70. 
1
1lim 4

3

1 


 х
х

x
; 5.71. 

2
16lim

2

4 


 x
х

x
; 

5.72. 
x

х
x 


 3

9lim
9

; 5.73. 
1

34lim
2

1 


 х
хх

x
; 

5.74. 
232
23lim 2

2

2 


 хх
хх

x
; 5.75. 

1
1lim

1 


 х
х

x
; 

5.76. 
6

8lim 2

3

2 


 хх
х

x
; 5.77. 

12
5lim

5 


 х
х

x
; 

5.78. 
11

lim
20  х

х
x

; 5.79. 
26

2lim
2 


 х

х
x

; 

5.80. x
xx

x

33lim
0




; 5.81. 
x

x
x 


 7

32lim
7

; 

5.82. 
хх

х
x  11
lim

0
; 5.83. 2

2

0

416lim
x

x
x




; 

5.84. )1(lim хх
x




; 5.85. )21(lim 2 


хх
x

; 

5.86. )(lim 22 xхxх
x




; 5.87. )241(lim 24 


хх
x

; 

5.88. )43(lim 23 xхх
x




; 5.89. )4(lim 2 xхх
x




. 

Індивідуальне завдання 
Обчислити наступні границі: 

а)   212
54lim 2

2




 хnх
хnх

x
; б) 

nx
lim

xnn
nxnx




2

22 2
; 

в)
хnхn

х
x 0
lim ; г) )4(lim 2 xхnх

x



; 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
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§ 4. Дві визначні та три необхідні границі 

1. Перша визначна границя 

Розглянемо 
x

x
x

sinlim
0

.  

Відомо, що 00sin  , тому 
0
0sinlim

0


 x
x

x
 є невизначеністю. З рис. 6.3 маємо: 

R
BCx sin ; 

R
ABx   (в радіанах); 

R
ADtgx  ; в силу того, що ADABBC 



, 

маємо: 


R
AD

R
AB

R
BC  tgxxxsin 

x
xxx

cos
sinsin  


xx

x
x
x

cos
1

sinsin
sin x

x
x cossin1  . 

                                                   у 
 

 D 
 B 
 

R 

 
х 

 0                         C         A           х 
Рис. 6.3. 

Якщо 0x , то 1coslim
1




x
x

. У виразі x
x

x cossin1   маємо: xcos1 , а 
x

xsin  

знаходиться між ними. Ліва і права частини подвійної нерівності прямують до 1 

і згідно з теоремою “про середнє ” 
x

xsin  має ту ж границю. Отже, перша визна-

чна границя має вигляд: 

1sinlim
0


 x

x
x

.                                               (6.1) 

Ця границя має наступні інваріанти: 

1lim
0


 x

tgx
x

; 1lim
0




ctgxx
x

; 
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1lim
0


 x

arctgx
x

; 1lim
0




arctgxx
x

. 

Зауважимо, що кут виражено не в градусах, а в радіанах! 

Приклад: обчислити границю 
x

x
x 3

7sinlim
0

.  

Розв’язання: введемо заміну 07  yyx  при .0x  

Маємо: 
3
71

3
7sinlim

3
7sin

3
7lim

7
3

sinlim
000




 y
y

y
y

y
y

yyy
. 

2. Друга визначна границя 

Розглянемо n

n n
)11(lim 


. Якщо давати n  значення: 1, 2, 3, 4, … , то одержимо 

відповідно числа: 2; 
4
9 ; 

27
64 ,

256
625 ;… або: 2; 

4
12 ; 

27
102 ; ;

256
1132 … Значення вели-

чини границі зростає, але воно завжди буде менше числа 3. Дослідження цієї 
границі петербурзьким академіком Л. Ейлером показало, що дана границя іс-
нує, але вона менша від числа 3 і є числом ірраціональним. Ця границя позна-
чається буквою “e ”. Отже, друга визначна границя має вигляд: 

e
n

n

n



)11(lim ;    де 72,2...718281,2 e .                    (6.2) 

Якщо позначити 
x

n 1
 , то границя приймає вигляд: 

ex x
x




1

0
)1(lim .                                            (6.3) 

Величина х може мати будь-який закон прямування до нуля. Існують пока-

зникова функція kxey   та логарифмічна функція  xy elog xln . Такий ло-
гарифм (ln) називається натуральним (логарифм Непера). Велика кількість при-
родних явищ описується функціями з використанням числа e , що свідчить про 
надзвичайне значення цього числа. 

Розглянемо границю: 

 



ban

n n
)11(lim

a
n

n

ban

n nnn 



 


)11(lim)11()11(lim b

n n
)11(lim 


.  

Розглянемо кожну границю окремо:  
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11)01()11()11(lim 





bbbb

n n
 (b − число). 

a

an

n

an

n
e

nn















 














 



11lim11lim  . 

Отже,                                    aban

n
e

n
 


)11(lim .                                        (6.4) 

Пряма підстановка дає: 





 1)01()11()11(lim n

n n
. Це невизначе-

ність, яка має позначення  1  і вказує на другу визначну границю. 

Приклад: обчислити границю: 4
5

4
)625(lim 


 x

x
x .  

Розв’язання: 


 11)2425()625(lim 0

5
44

5
4

5

4

x

x
x . 

Отже, застосуємо другу визначну границю у вигляді (5.4): 

Заміна: 
n

x
n

x
n

x 1)4(6162411625  . Якщо, x , то  

04  x  і 006  , тобто 01


n
, що означає: n .  

Знайдемо 4 − х. nn
x

n
xn

x 3065
4

56
4

1
6
14 





 .  

Підставляючи заміну, маємо: 3030)11(lim e
n

n

n



. 

3. Перша необхідна границя 

Розглянемо 
x

x
x

)1ln(lim
0




. Підставимо граничне значення величини х під 

знак границі: 




0
0

0
1ln

0
)01ln(  − невизначеність. Зробимо перетворення: 

.1ln)1ln(lim)1ln(1lim)1ln(lim
1

000





exx
xx

x x

xxx
  

Отже, перша необхідна границя має вигляд: 

1)1ln(lim
0




 x
x

x
.                                    (6.5) 
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Це означає, що натуральний логарифм від числа, яке більше від одиниці на 
малу величину, наближено дорівнює цій малій величині. 

Приклад: обчислити границю: 
x

x
x 3

)71ln(lim
0




.  

Розв’язання: Скористаємося заміною:  yx7 yx
7
1

 . Якщо 0x , то 

07 x  0y . Вводимо заміну під знак границі і отримаємо:  

3
71

3
7)1ln(lim

3
7)1ln(

3
7lim

7
3

)1ln(lim
000











 y

y
y

y
y

y
yyy

. 

4. Друга необхідна границя  

Розглянемо 
x

a x

x

1lim
0




.  

За безпосередньою підстановкою маємо: 
0
0

0
11

0
10





a − невизначеність. 

При 0x  маємо: 01xa . Якщо 01  ya x , то )1ln( yy  , як показано 
вище. Проводимо заміну і отримуємо:  

y )1ln( y  axaaxaa xxx ln1lnln)11ln(





 x

ax
x

a
x

x

x

lnlim1lim
00

aa
x

lnlnlim
0




.  

Отже, друга необхідна границя має вигляд: 

  a
x

a x

x
ln1lim

0





.                                                (6.6) 

Приклад : обчислити границю:
x

xx

x

57lim
0




 . 

Розв’язання:  
0
0

0
11

0
5757lim

00

0









 x

xx

x
 − невизначеність.  

Винесемо в чисельнику за дужки множник x5 : 

 









 5

7ln11)(lim5lim1)(5lim57lim 5
7

00

5
7

00 xxx

x

x

x

x

xx

x

xx

x
.5ln7ln   
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5. Третя необхідна границя 

Розглянемо 
x
x a

x

1)1(lim
0


 0

0
0

11
0

1)01(








aa

. Нехай yx a  1)1( . 

Якщо 0x , то 0y , звідки  )1)1(1ln()1ln()1ln( axyyy   

)1ln()1ln( xax a   )1ln(1)1( xax a  .  

Тоді 





 x
xa

x
x

x

a

x

)1ln(lim1)1(lim
00

aa
x

xa
x




1)1ln(lim
0

.  

Маємо третю необхідну границю у вигляді: 

a
x
x a

x





1)1(lim
0

.                                       (6.7) 

Приклад: обчислити 
x
x

x 5
1)121(lim

4

0




. 

Розв’язання: Пряма підстановка приводить до невизначеності 




0
0 . 

Скористаємося заміною:  yx12
12
yx  . Якщо 0x , то 0y ;  

.
5
484

5
121)1(lim

5
121)1(

5
12lim

12
5

)1(lim
4

0

4

0

4

0











 y

y
y
y

y
y

yyy
 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Обчислити наступні границі:  

5.90. 
x

x
x 7sin

14lim
0

; 5.91. 
x

arctgx
x 9arcsin
lim

0
; 

5.92. 
x
xarctg

x 5arcsin
4lim

0
; 5.93. 0180

)sin(lim



 x

x
x




; 

5.94. 2

24lim
x

хсоsхсоs
x




; 5.95. 20 5
4cos1lim

x
x

x




; 

5.96. 
х

x х 




 

 5
11lim ; 5.97. 

х

x х
х 2

2
3lim 











; 

5.98. 
23

2

2

2
1lim

х

x х
х













; 5.99. 

х

x х

2

56
41lim 












; 
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5.100. x

x
x

5

0
)33(lim 


; 5.101. x

x
x 2

5

0
)102(lim 


 

5.102. 
93

)62(lim
3 


 x

xtg
x

; 5.103. 
26

35
35lim















x

x х
х

; 

5.104. 
x

x
x 10

)51ln(lim
0




; 5.105. 
x

x
x 6

)31ln(lim
0




; 

5.106. 
xtg

x
x 2

2

0

)sin1ln(lim 


; 5.107. 
x

x х

46

13
91lim













 ; 

5.108. 
x

x
x 5

)91(loglim 4

0




; 5.109. 
x

xx

x 2
23lim

0




; 

5.110. 
x

xx

x

74lim
0




; 5.111. 
x

x
x 66

lglim
1 

; 

5.112. 
x

xx

x

28lim
0




; 5.113. 
x
x

x 4
1)21(lim

3

0




; 

5.114. 
x
x

x 15
1)151(lim

4

0




; 5.115. 
62
15lim

3

3 


 x

x

x
; 

5.116. 
x
x

x 9
1)31(lim

7

0




. 

Індивідуальне завдання 
Обчислити наступні границі: 

а) 
x

arctgnx
x 2arcsin
lim

0
; б) 

nх

x nх










 

211lim ; в)  xn
nx

x 1
)1ln(lim

0 



; 

г) 
 
x
nn xx

x

3lim
0




;  д) 
x

nx
x 5

1)1(lim
6

0




; 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§5.  Неперервність та розриви функцій 

Важливе значення у математичному аналізі мають так звані неперервні 
функції. Вивчаючи основи аналітичної геометрії, ми мали справу з рівняннями 
прямої лінії. Стверджувалося, що вони існують на всій числовій осі, тобто що 
немає жодного значення x , яке не влаштовує рівняння прямої. Кожному зна-
ченню абсциси обов’язково відповідає якесь значення ординати. 

Розглянемо рівняння трьох прямих, на які накладені обмеження. Нехай 
функція )(xfy   задана таким чином, що на інтервалі (−∞; а) вона задається 
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прямою 011  CyBxA , на відрізку  ba;  − прямою ,0222  CyBxA  а на інтер-
валі );( b  − прямою 0333  CyBxA .  

Приклад: Дослідити на неперервність функцію і побудувати її графік: 














,74

,1
,3

x
x
x

y   
2

2;1
1





x
x
x

. 

Зайдемо границі справа та зліва в точках 1х  та 2х . 

Для точки 1х : 


)(lim
01

xf
x

,4)3(lim
01




x
x

 0)1(lim)(lim
0101




xxf
xx

. Лі-

востороння та правостороння границі мають різні значення ( 14  ). Отже, функція 
має розрив у точці 1х . 

Для точки 2х : 1)74(lim)(lim
0202




xxf
xx

; 


)(lim
02

xf
x

1)1(lim
02




x
x

.  

Лівостороння та правостороння границі мають однакові значення ( 11 ). От-
же, функція неперервна в точці 2х . 

X

Y

1 2 3

1

2

3

4

0

 
Рис. 6.4. 

Можна стверджувати, що в точці 0xx   функція буде неперервною, якщо: 
1) сама функція існує у цій точці і має значення )( 0xf ; 
2) граничне значення функції )(lim

0

xf
xx

 буде однаковим за наближення   

    до 0x справа та зліва; 
3) граничне значення функції співпадає зі значенням функції в точці 0x , 

тобто )()(lim 0
0

xfxf
xx




. 
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Озн. Неперервною в точці х0 називається функція, якщо границя справа 
)(lim

00

xf
xx 

дорівнює границі зліва )(lim
00

xf
xx 

 та значенню функції в цій точці. 

Граничне наближення справа та зліва називається відповідно правосторон-
нім та лівостороннім наближенням або правосторонньою та лівосторонньою 
границями. Відповідне математичне позначення:  

)(lim
00

xf
xx 

 та )(lim
00

xf
xx 

. 

Під 00 x  треба розуміти, що кожне значення x  за наближення до 0x  буде 
дещо більше від 0x  (наближення справа); аналогічно розуміється 00 x  як на-

ближення зліва. 
Приклад: Дослідити на неперервність функцію і побудувати її графік:  

x
y




3
1 , при Rx . 

Осільки 3х , то знайдемо границі справа та зліва в точці розриву х = 3: 












 0
1

3
1lim)(lim

0303 х
xf

xx
; 














 0
1

3
1lim)(lim

0330 х
xf

xx
. 

Отже, маємо розрив. 

X

Y

-4 -3 -2 -1 1

-3

-2

-1

1

2

3

4

0

 
Рис. 6.5. 

Властивості неперервних функцій 
1. Якщо дві функції )(1 xf  та )(2 xf  неперервні на проміжку );( ba , то їх ал-

гебраїчна сума )()( 21 xfxf   також буде неперервною функцією на цьому ж ві-
дрізку, тобто )()()( 213 xfxfxf   − неперервна на );( ba . 
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2. Множення неперервної функції на сталу не змінює її неперервності: як-
що )(1 xf  неперервна на );( ba , то )()( 12 xfCxf   також неперервна на );( ba . 

3. Добуток неперервних на );( ba  функцій є неперервною функцією на 
цьому ж інтервалі: )()()( 321 xfxfxf   − неперервна на );( ba , якщо )(1 xf та 

)(2 xf  − неперервні на );( ba . 

4. Відношення неперервних на );( ba  функцій є неперервною функцією на 

);( ba , якщо вона існує. )(
)(
)(

3
2

1 xf
xf
xf

  − неперервна на );( ba , якщо )(1 xf  та 

)(2 xf  − неперервні на );( ba  і якщо 0)(2 xf . 

5. Якщо )(1 xfy   неперервна за умови 0хх   і )(2 yfz   неперервна за 
)( 010 xfy  , то складена функція ))(( 12 xffz   буде неперервною в точці 0xx  . 

Приклад: якщо xy sin  неперервна за умови 0x  і yz cos  неперервна в 
00sin y , то і xz sincos  неперервна за умови 0x . 

 

Основні теореми про неперервність 
1. Теорема Коші про проміжні значення 

Якщо )(xfy   задана на ),( ba  і має на відрізку найбільше 2y  та най-
менше 1y  значення, то для будь-якого значення 3y  за умови 231 yyy   завжди 
знайдеться точка c , для якої )(3 cfy  . 

2. Теорема Больцано 

Якщо )(xfy  задана на  ba;  і на кінцях відрізка приймає різні по знаку 
значення, то на  ba;  завжди знайдеться хоч одна точка c  для якої 0)( cf . 

  y 

 y2 

 

 

 

 y3 

 

 y1 

  x 

       0        a                                           c                                                                  b 

Рис. 5.6. 
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3. Теорема Вейєрштрасса про обмеження функцій 

Якщо )(xfy  визначена на  ba; , то вона обмежена на цьому відрізку. Це 
означає, що існують такі числа m і M, що Mxfm  )(  при  bax ; . Більше 
того, для такої функції на  ba;  завжди існують точні значення верхньої та ни-
жньої границі. 

Неперервна функція може бути рівномірно неперервною. Якщо 12 xx   об-
межене деяким числом a  і при цьому )()( 12 xfxf  також обмежене деяким чи-
слом b , то функція неперервна рівномірно. 

Розриви функцій 
Функція )(xf  буде неперервною в точці, якщо 


)(lim

00

xf
xx




)(lim
00

xf
xx

 

).( 0xf  Якщо ця умова порушена, то функція буде розривною в точці 0x . 

   
  y                                                                                      y 
 M 
0        a         c       b                  x 

 m 

  
   0  a                                              b      x 

                             Рис. 5.7.                                                                 Рис. 5.8. 

 

 y 
 

 y2 

 

 
 

 y1 

 

  

 0                                                  x0 x 
 Рис. 5.9. 
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Якщо )(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx 

 , тобто 10
)(lim

0

yxf
xx




 і 20
)(lim

0

yxf
xx




, то існує рі-

зниця 012  yyy . Маємо неусувний розрив першого роду. 

Якщо )()(lim 000

xfxf
xx




, або )()(lim 000

xfxf
xx




, то маємо також неусувний 

розрив першого роду.  
Якщо )()(lim 000

xfxf
xx




  і )()(lim 000

xfxf
xx




, але )(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx 

 , то ма-

ємо усувний розрив першого роду. Для нього 012  yyy . 
Якщо величина скачка функції не існує або безмежна, то розрив називаєть-

ся розривом ІІ роду. Для таких розривів хоча б одна з границь )(lim
00

xf
xx 

 або 

)(lim
00

xf
xx 

 не є числом. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Дослідити на неперервність функції та побудувати їх графіки: 

5.117.    1;0
1,1

,
0,0

2 











 x

x
х
x

xf ; 5.118.    1;0
1,1

,2
1

0,0














 x
x

х

x

xf ; 

5.119.      1;1
1,1

,14
1

1,0
2 















 x
x
х

x

xf ; 5.120.  xf 





















1;2
1

1,1
,62
2
1,0

x
x

х
x

; 

5.121.    3;2
3,1

,44
2,0

2 












 x

x
хх

x
xf ; 5.122.  xf     2;1

2,1
,12

1,0














x
x
х
x

; 

y 

 a) б) в) 
 

 
 

 
 

 
 0               x 

Рис. 5.10. 
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5.123.     






















 1;2
1

1,1
,12

2
1,0

2 x
x

х

x

xf ; 5.124.  xf 





















1;2
1

1,1
,44
2
1,2

x
x

х
x

; 

5.125.  2;0,
1

1



 xпри

x
xy ; 5.126. Rxпри

x
xxy 


 ,3 2

; 

5.127.  2;2,
1

1
2 


 xпри

x
y ; 5.128.  2;2,

1
1




 xпри
x

xy ; 

5.129. при
x

xy ,
1

12


 Rx ; 5.130. при

x
xy ,

2
1


 Rx ; 

5.131. при
x

xy ,
4

1


  6;8x ; 5.132.  10;0,
9

1
2 


 xпри

x
y ; 

5.133.  3;1,
1

12





 xпри
x

xxy ; 5.134. Rxпри
x

xxy 



 ,

1
122

; 

5.135. Rxпри
ххx

y 


 ,
43

1
23 ; 5.136. Rxпри

x
xxxy 




 ,
1

133 23

. 

Індивідуальне завдання 
Обчислити наступні границі: 

а)      0;1
0,

,1
1,0
2 













 x
xn
хn
x

xf ; б) Rxпри
xnx

y 


 ,1
2 . 

де n – номер студента за списком. 
Запитання до розділу VІ 

1. Визначення змінної величини. 
2. Визначення послідовності. 
3. Визначення функції. 
4. Типи функцій. 
5. Визначення нескінченно малої величини. 
6. Визначення нескінченно великої величини. 
7. Властивості нескінченно великих величин. 
8. Властивості нескінченно малих величин. 
9. Визначення границі послідовності. 
10. Визначення границі функції. 

11. Властивості границь. 

12. Суть теореми “про середнє”. 

13. Типи невизначеностей.  
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14. Перша визначна границя та її інваріанти. 

15. Друга визначна границя. 

16. Що таке число e ? 

17. Перша необхідна границя. 

18. Друга необхідна границя. 

19. Третя необхідна границя. 

20. Правила розкриття невизначеностей для алгебраїчних многочленів. 

21. Яка функція називається неперервною? 

22. Визначення неперервності через приріст. 
23. Що таке лівостороння та правостороння границі? 
24. Які властивості мають неперервні функції? 
25. Основні теореми про неперервні функції. 
26. Що таке розрив І роду? 
27. Що таке розрив ІІ роду? 
28. Що таке неусувний розрив? 
29. Що таке усувний розрив? 
30. Що таке приріст аргументу та функції? 
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VIІ. ОСНОВИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ 

Вивчення змінної величини та поведінки її зміни призводить до питання про 
швидкість цієї зміни. Поняття швидкості необов’язково пов’язується з часом, як 
маємо при русі тіла за часом. Взагалі швидкість − це зміна однієї величини по від-
ношенню до зміни іншої. Різноманітні способи зміни змінної величини привели не 
тільки до точного визначення швидкості, але й до створення єдиного методу для її 
обчислення. Розділ мaтематики, який займається вивченням цього питання та ви-
сновками з його вивчення, називається диференціальним численням. 

У загальних рисах побудову диференціального числення було завершено у 
працях англійського фізика, астронома і математика І. Ньютона (1643–1727) та 
німецького філософа і математика Г. Лейбніца (1646–1716) до кінця XVII ст. 
Ньютон прийшов до поняття похідної, розглядаючи задачу про миттєву швид-
кість матеріальної точки, а Лейбніц під час розв’язування задачі про дотичну до 
кривої. 

Строге обґрунтування диференціального числення на основі теорії границь 
дав на початку XIX століття французький математик О. Коші. 

 

§1. Поняття похідної 
Нехай задано неперервну функцію )(xfy   на інтервалі );( ba . Проведемо 

над функцією п’ять дій (рис. 7.1.): 
1. Виберемо в інтервалі );( ba  точку 0xx   і знайдемо значення функції 

)( 00 xfy  . 
2. Дамо аргументу x  приріст x  і одержимо нове значення xxx  0 . 

Визначимо нове значення функції )( 0 xxfy  , яке буде відрізнятись від 0y  
на величину приросту функції y . Тому  yyy  0 . 

3. Визначимо величину приросту функції: ).()( 000 xfxxfyyy   

4. Визначимо відношення приросту функції до приросту аргументу 
x
y


 . З 

ABC  видно, що CBy   і ACx  , тому пряма AB  є січною до кривої )(xf , 

  є кутом нахилу січної до осі: .tg
AC
BC

x
y



   

5. Розглянемо, що буде з відношенням 
x
y


 , якщо 0x . 

x
y

x 


 0
lim  є даним 

граничним відношенням. В математиці це граничне відношення називається 
похідною функції. 
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Озн. Похідною функції в точці 0x  називається граничне відношення при-
росту функції в точці 0x  до приросту аргументу в цій же точці, якщо останній 
прямує до нуля. 

Дія знаходження похідної від функції називається диференціюванням фун-
кції. 

Якщо 0x , то точка B  по кривій наближається до точки A . При цьому 
величина січної як відрізка зменшується, і кут α також зменшується. В гранич-
ному переході (В→А) січна перетвориться в дотичну, а кут нахилу січної – в 

кут φ нахилу дотичної. Таким чином: .lim
0

tg
x
y

x






 

Для похідної існує позначення 'y , тому: 

у
x
y

x





 0
lim                                            (7.1) 

Задачі про миттєву швидкість та дотичну до кривої дають механічний та 
геометричний зміст похідної. 

Механічний зміст похідної: величина миттєвої швидкості в момент часу 0t  
дорівнює значенню похідної від шляху у точці 0t . Тобто    00 tstv  . 

 

   y   

 B 

 y                           
 

 

        Δy                                                                  y=f(x) 

  

   D 

            α                      φ                    dy 
   y0    A                                                                           C 

                                                    x 
     0       x0                           Δx x 

Рис. 7.1. 
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Геометричний зміст похідної: похідна  xf   функції  xf  у точці 0х  є зна-
ченням кутового коефіцієнта дотичної до кривої  xfу   у точці з абсцисою 

0х . Тобто у
х
уk

x






 0
lim . 

Рівняння дотичної до кривої  xfу   у точці М0(х0; у0) має вигляд: 
  000 ххxfуу  . 

Якщо функція в точці 0xx   має похідну, то при 0x  і 0y , тобто 
нескінченно малому приросту аргументу відповідає нескінченно малий приріст 
функції. Це означає, що функція неперервна в точці 0x . Отже, якщо функція в 
точці має похідну, то вона неперервна в ній. В зв’язку з подальшим постійним 
застосуванням вказаних на початку параграфу п’яти дій рекомендується доско-
нало їх розглянути та запам’ятати.  

Основні формули диференціювання 
Запишемо основні правила та формули диференціювання:  

функція похідна 
ucy   'ucy   
vuy   '' vuy   

vuy   '' vuvuy   

v
uy   2

''
v

uvvuy 
  

 
№ функція похідна № функція похідна 
1 )(constCy   0y  2 xy   1y  

3 nxy   1 nxny  4 xy   
x

y
2

1
  

5 xay   aay x ln  6 xey   xey   

7 xy alog  
ax

y
ln
1

  8 xy ln  
x

y 1
  

9 xy sin  xy cos  10 xy cos  xy sin  

11 tgxy   
x

y 2cos
1

  12 ctgxy   
x

y 2sin
1

  

13 xy arcsin  
21

1
x

y


  14 arcсоsxy   
21

1
x

y


  

15 arctgxy   
21

1
х

y


  16 arcctgxy   
21

1
х

y
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Приклад: Знайти похідні вказаних функцій: 

а) 7
2
14 23  хху ; б) 13

7 3

5
4
х

ху  ; в) xху 9logcos  ;  
 

г) 
x

xу
ln

arcsin
 ;  д)  xxtgу 43  . 

 
Розв’язання: 

Для знаходження похідних функцій користуємося таблицею похідних: 

а) 7
2
14 23  хху . 

 хххху   21213 1202
2
134 ; 

б) 13
7 3

5
4
х

ху  .  

Скористаємося властивостями степеня  m
n

m n aа  , m
m a

a


1 , отримаємо: 

137
3

13
7 3

5
4

5
4  хх
х

ху .  

Тоді похідна функції 

  147 4

147
4

1131
7
3

5
52

7
3

5
52

7
313

5
4

7
3

хх
хххху  

. 

в) xху 9logcos  .  

Скористаємося формулою похідної добутку:   vuvuuv  , тоді 

   
9ln

1coslogsinlogcoslogcos 999 x
xxxxxxxу  .  

г) 
x

xу
ln

arcsin
 .  

Скористаємося формулою похідної частки: 2v
vuvu

v
u 









 , тоді 

   
x

x
xx

x
x

xxxxу 2

2

2 ln

1arcsinln
1

1

ln
lnarcsinlnarcsin





 . 

д)  xxtgу 43  . Враховуючи, що функція складена, то її похідна дорів-

нюватиме: 
   

 43
42cos

1
42

1 2

33






 x

xxxxtg
у . 
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти похідні вказаних функцій: 

6.1. 2
2
14 25  хху ; 6.2. ххху  28

4
1 ; 

6.3. xхху  234 ; 6.4. xхху 34 76  ; 

6.5. 52

5
1 хху  ; 6.6. 4

4
12 23  хху ; 

6.7. 274 2  хху ; 6.8. 
х

хху 12 23  ; 

6.9. 2
6
12 67  хху ; 6.10. 73

7
1 хху  ; 

6.11. 3
4 3 2

х
ху  ; 6.12. 3

3 5 6
х

ху  ; 

6.13. 6
6 5 3

х
ху  ; 6.14. 7

7 6 4
х

ху  ; 

6.15. 6
6 7 2

х
ху  ; 6.16. 3

7 8

3
1
х

ху  ; 

6.17. 4
3 2 2

х
ху  ; 6.18. 7

5 3 6
х

ху  ; 

6.19. 8
8 7 9

х
ху  ; 6.20. 5

5 6 3
х

ху  . 

Знайти похідні функцій, користуючись формулою добутку: 
6.21. хеу х sin ; 6.22. 3 хеу х  ; 
6.23. xсоsxу ln ; 6.24. xсоsxу 2log ; 
6.25. xху 7log ; 6.26. xаrccоsху 5log ; 

6.27. хху 3sin  ; 6.28. xсtgху  ; 

6.29. 3 хtgху  ; 6.30. хеу х ln . 
Знайти похідні функцій, користуючись формулою частки: 

6.31. 
tgx

xу  ; 6.32. 
x

ху 256 
 ; 

6.33. 
х

arctgxу  ; 6.34. 
x

tgxу  ; 

6.35. 
x

ху
ln

 ; 6.36. 
x

xу
sin

2

 ; 

6.37. 
x

eу
x

cos
 ; 6.38. 

x
eу

x

arccos
5

 ; 
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6.39. 
x

ху
cos
5

 ; 6.40. 
х

хху
24 94 

 . 

Знайти похідні складених функцій: 
6.41. xу 4arcsin5 ; 6.42. xу 2ln ; 

6.43. ху cos ; 6.44. ху sin ; 

6.45. хеу 3 ; 6.46. xxу  2 ; 

6.47. 34 2  xу ; 6.48. xу ln ; 

6.49. хеу ln ; 6.50. xу 4sin2 . 

6.51. xarctgy 2 ; 6.52. xy 3ln ; 
6.53. )52(cos4  xy ; 6.54. 5ln arctgxy  ; 

6.55. xy cossin 2 ; 6.56. xy sin ; 

6.57. 
x

у
2ln

3
6 ; 6.58. 4ln 2  хarctgу ; 

6.59. xу 2arccosln ; 6.60. xу 8lnsin ; 

6.61. 5
12 )56(log  xy ; 6.62. )3(arcsin7  xarctgy . 

Знайти похідні вказаних функцій: 

6.63. 
4


x

xy ; 6.64. 
x

xxy
4

ln 2 
 ; 

6.65. 
96

94
3

24





хх
хху ; 6.66. 

42
169

23

2





ххх

ху ; 

6.67.    
8ln

2323 2





х

xxу ; 6.68. 
483

1625
2

4





хх

ху ; 

6.69. 
3 3

2

4
152016

xx
xху




 ; 6.70. 
52

254
4

6





хх

ху . 

Індивідуальне завдання 
Знайти похідні вказаних функцій: 

а) nх
n

ху nn 412 2  ; б) nx
х

ху n
n n   61 ; 

в)   nnxxnxсtgу  24 ; г)  
x

xnxу n

n

sin
22 

 . 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
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§2. Особливі випадки диференціювання 
а) Похідна неявної функції. 
Якщо функція задана неявно   axyf  , необхідно знайти похідну від лівої 

та правої частини, пам’ятаючи, що y  є деякою функцією від x . 
Приклад: Знайти похідну функції 4)ln()sin(  yxyx . 
Дана функція задана неявно, тому знаходимо похідну від лівої та правої 

частини, пам’ятаючи, що y  є деякою функцією від x :  
 '4))'ln()(sin( yxyx  

     0)ln()sin( yxyx  



 0'1)'1()cos(
yx
yyyx  

xy
yx

yx (cos(1)cos( 


 .1)cos(

1)cos(
'0)1)

yx
yx

yx
yx

y
yx

y










  

б) Похідна функції, заданої параметрично. 

Якщо функція задана параметрично, тобто у вигляді: 
 
 







ty
tх




, то похідна 

обчислюється за формулою: 
t

t
х x

уу



 . 

Приклад: Знайти похідну функції 
 
 







1sin
1cos

2

2

ty
tх

. 

Функція задана параметрично, тому похідна функції: 
 
   1

21cos
21sin 2

2

2









 ttg
tt
tt

x
уу

t

t
х . 

в) Похідна показникової функції. 
Для знаходження похідної, що подана у вигляді )()()( xvxuxf   необхідно 

прологарифмувати функцію зліва та справа за основою е і перейти до знахо-
дження похідної добутку.  

Приклад: Знайти похідну функції   xхху 4sin23 43  . 
Функція задана у вигляді )()()( xvxuxf  , тому прологарифмуємо функцію 

зліва та справа за основою е:  
  xхху 4sin23 43lnln  , або  43ln4sinln 23  ххxу ; 

Для знаходження похідної скористаємося формулою добутку: 
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 x
y

y 4cos41    xx
xx

xхх 63
43

14sin43ln 2
3

23 


 ; 

Тоді шукана похідна: 

 xy 4cos4   
xхх 4sin23 43   





43

634sin43ln 3

2
23

xx
xxxхх

  
xхх 4sin23 43  

г) Похідна логарифмічної функції. 
Якщо функція подана у вигляді    хх log  необхідно перейти до нової ос-

нови логарифма (наприклад е), скориставшись формулою: 
a
bba ln

lnlog  . 

Приклад: Знайти похідну функції )1(log sin xy x  . 
Перейдемо до нової основи логарифма (наприклад е), скориставшись фор-

мулою: 
a
bba ln

lnlog  , тоді 

)1(log sin xy x  





 2)sin(ln
)sin(ln)1ln(sinln)1(ln(

sinln
)1ln(

x
xxxxy

x
x





x

x
x

xx
xx

sinln

cos
sin

1)1ln(sinln
2

1
1

1

2

xxx

xxxxx
x

sinlnsin)1(

)1ln()1(cossinlnsin
2

1

2


 . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти похідні функцій, заданих неявно: 
6.71. уxxу 322  ; 6.72. уxxyx 332  ; 
6.73. 54yxye y  ; 6.74. хyxctgyx 2)()sin(  ; 

6.75. уxxyx 3)ln( 2  ; 6.76. )4( ytgxyexy  ; 
6.77. 2)()arcsin(  yxarctgyx ; 6.78. 3)ln(sin 2  xyxx ; 

6.79. xy

y
xxytg

yx 12
)(

)cos( 32




 ; 
6.80. )()ln( xytgxyxye xy  . 

Знайти похідні функцій, заданих параметрично: 

6.81. 







43

2

ty
ttх

; 6.82. 







76
43

3

2

tty
ttх

; 
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6.83. 










39

11
2
1

4
1

2

34

tty

ttх ; 6.84. 
 
 







1log
1ln

2
2

2

ty
tх

; 

6.85. 
 
 







tty
tttх

4cos1sin
sincos 2

; 6.86. 









 tey

teх
t

t

4cos
4
1

sin7
. 

Знайти похідні вказаних функцій: 
6.87.   42

cos1  xxу ; 6.88.   42
2

3  xxху ; 

6.89. 
42

1 







 

x

x
xу ; 6.90.  xх хеу 7cos  ; 

6.91. 
хе

x
у

3

44 





  ; 6.92. 

14
2

2
11









 

х

xу ; 

6.93. 4)4(  xxy ; 6.94. tgx
xy )7(log . 

Знайти похідні логарифмічних функцій: 
6.95.  23log xxу x  ; 6.96.  43log 23

4sin  xxу x ; 

6.97. 





 

 x
у

хx

43log
25

; 6.98.   





 



2
2 2

1log 2 xxу
хх

; 

6.99.  





 



23
34 2

1
3
1log xxу

x
; 6.100. 






 

x
xу

x

1log . 

Індивідуальне завдання 
Знайти похідні вказаних функцій: 

а) nуexyx xnn  22 ; б) 












n

nn

x
ntty

ttt
n

х

1

4
2
1

3
; 

в)   42  
xnn nxху ; г)  

x
xnу n x sin

2log 
 . 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§3. Диференціал функції та його застосування 

За визначенням похідної y
x
y

x





 0
lim . Це означає, що з точки зору границь 

величина yє граничним значенням величини 
x
y


 , а тому 0


 y

x
y  при 

0x . Звідси випливає, що y
x
y 


  є нескінченно малою величиною  , тобто 
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xxyyy
x
yy

x
y







  . В силу неперервності функції всі 

складові прямують до нуля, але величина x  є нескінченно малою більш ви-
сокого порядку, ніж x  та y  ( 0 x  набагато швидше, ніж x  та y ). 

В математиці величину yy   називають диференціалом функції і позна-
чають dy , тобто xydy  . Отже, диференціал функції є добутком похідної на 
приріст аргументу. З рис. 7.1 видно, що ACx  , а y  за визначенням є tg . 

Тому tgCAdy  . Але як відомо з прямокутного трикутника, 
AC
DC

tg   , то-

му DC
AC
DC

ACdy  . З рис. 7.1 бачимо, що DC  є приростом дотичної AD . 

Якщо 0x  зросте на x , то дотична зросте від значення в точці A  до значення в 
точці D , тому DC є приростом дотичної. 

Розглянемо функцію xy  . Для неї 1 xy  і xy  , тому з формули 
xydy   одержимо: xdx 1 , тому x dx  точно, а не наближено. В зв’язку 

з цим можемо у формулі xydy   замінити x  на dx . Одержимо dxydy  , 

звідки 
dx
dyy   є позначенням похідної за Лейбніцем або, як кажуть, у диферен-

ціальній формі. Дане позначення похідної необхідно запам’ятати. 
Приклад: знайти диференціал функції 432  xxy .  

32  x
dx
dyy . Тоді dxxdy )32(  . 

Для більшості функцій існують значення x , за яких обмеження самої фун-
кції викликає певні труднощі. Наприклад: 37 , 32sin , 73,12  тощо. Нехай 0x  − 
одне із значень, для якого )( 00 xfy   обчислюється елементарно. Існує 1x  − 
значення, для якого )( 11 xfy   знаходиться з великими труднощами. Величина 

1x  відрізняється від 0x  на величину x ; xxx  01 . Тоді між 0y  та 1y  існує 
свій приріст y , тобто yyy  01 . Якби ми знали значення y , то 1y  могли б 
знайти без проблем. З поняття диференціала відомо, що за малих значеннь x  
приріст функції y  наближено дорівнює приросту дотичної dy , проведеної до 

)(xf  в точці 0x . Тому xyydyyyyy  0001 , де y  знаходиться як 
тангенс кута нахилу дотичної в точці 0x . Тому y  є конкретним значенням по-
хідної в точці 0x . Маємо робочу формулу: 

xyyy  01 ,                                                (7.2) 
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точність якої збільшується зі зменшенням x . 
Приклад: Знайти наближено значення функції:  

а) 3 2 5105  хху  при 03,4х . 
б) 63sin . 

Розв’язання: 
Значення функції обчислимо за формулою:     ххухуу  00 . 

а) 3 2 5105  хху  при 03,4х . 
Нехай 40 х , тоді 03,00  ххх . 

  5125541045 33 2
0 ху ; 

 3 2 51053
1010





хх

ху ;     3
2

253
50

5410453
104104

3 2








у ; 

    01,503,0
3
2500  ххухуу . 

б) 63sin . 

Нехай ху sin , 63х , 60х , тоді  0ххх 052,0
180

14,333 


 . 

  866,0
2
360sin0  ху ; 

  5,0
2
160cos60  у ; 

Отже,     892,0052,05,0866,060sin 00  ххуху . 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Знайти наближено значення функцій: 
6.101. 5 2 124  хху , 98,0х ; 6.102. 3 23 232  ххху , 99,1х ; 

6.103. 
8102

1
2 


хх

у , 04,1х ; 6.104. 
192 


хх

ху , 24,1х ; 

6.105. 3 2 1089  xxy , 12,1x ; 6.106. 39127 23  xxxy , 95,0x ; 

6.107. 3 129 ; 6.108. 53 ; 
6.109. 8005,1 ; 6.110. 5 31 ; 
6.111. 44sin ; 6.112. 47tg ; 
6.113. 85ctg ; 6.114. 65sin ; 
6.115. 29cos ; 6.116. 62cos ; 
6.117. 503,4 ; 6.118. 311,1 . 

Індивідуальне завдання 
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Знайти наближено значення функцій: 
а) n хху 135 2  , nх  001,01 ; б)  nsin  та  n30cos . 
де n – остання цифра номера студента за списком. 

 
§4. Похідні та диференціали вищих порядків 

Як показує таблиця похідних елементарних функцій, похідна )(xfy   − 
також є функцією, від якої можливо знайти похідну. Така похідна від похідної 

))(()(  xfy  називається похідною другого порядку або другою похідною і 
позначається y  . 

Наприклад: якщо xy sin , то xy cos , а xy sin . Похідна від другої 
похідної є третьою похідною або похідною третього порядку y   і т. д. Для по-
хідної, починаючи з четвертої, введено позначення )4(y , )5(y  і т. д. Похідна n-го 
порядку позначається )(ny . Відповідно до похідних існують і диференціали дру-
гого, третього і  т.д. порядків, які мають позначення yd 2 , yd 3 ,… yd n . В дифе-
ренціальній формі похідні записуються: 

 
2

2

2

2

)( dx
yd

dx
yd

dx
dy

dx
dy

dx
dy 






 . 

Вираз 2dx не є диференціалом від 2x , а означає ,)( 2dx  оскільки dx  є єдиним 
значком, який означає поняття диференціал. Наприклад, вираз .)( 22 aa   До ре-
чі, диференціал від 2x  має вигляд: xdxxd 2)( 2  . Похідна третього порядку: 

3

3

dx
ydy  , похідна n-го порядку: n

n
n

dx
ydy )( , тому 22 dxyyd  , 33 dxyyd  , 

nnn dxyyd )( . 
Приклад: знайти )5(y ,та yd 5  функції tgxy  . Маємо: 

 tgxxtgtgxxgttgxxtgyxtgy 2)1(2)(2)1(1 222 xtg 32   

 )1(6)1(232)1(2 22222 xtgxtgxtgxgtxtgxtgy  

xtgxtgxtgxxtgxtgy tg 422222 682622)31)(1(2     

yd 3   342 682 dxxtgxtg  . 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Знайти похідні двадцятого порядку: 
6.119. xy sin ; 6.120. xy cos ; 

6.121. xey 2 ; 6.122. xy ln ; 
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6.123. xy 5 ; 6.124. xy 10sin ; 

6.125. xy 3cos ; 6.126. xy 7ln . 
Знайти диференціали четвертого порядку: 
6.127. xtgy 2 ; 6.128. xctgy 3 ; 

6.129. xey 7 ; 6.130. xy 4ln ; 

6.131. xy  ; 6.132. 
x

y 1
 ; 

6.133. 5xy  ; 6.134. arctgxy  . 
Індивідуальне завдання 

Знайти похідні третього порядку для вказаних функцій: 

а) nх
n

ху nn 412 2  ; б) nx
х

ху n
n n   61 ; 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 5. Розкриття невизначеностей за допомогою похідних 
(правило Лопіталя) 

Нехай на  ba;  задані дві гладенькі функції )(11 xfy   та )(22 xfy  , які 

дорівнюють нулю в точці cx   (їх відношення − невизначеність виду 
0
0 ). Якщо 

існує граничне відношення похідних цих функцій A
xf
xf

cx





 )(
)(lim

2

1 , то до цього ж 

граничного значення прямує і відношення самих функцій, тобто: 

)(
)(lim

)(
)(lim

2

1

2

1

xf
xf

xf
xf

cxcx 







.  

Доведення:  

Розглянемо відношення функцій 
)(
)(

2

1

xf
xf . Оскільки 0)()( 21  cfcf , то це 

відношення можемо записати: 

)()(
)()(

0)(
0)(

)(
)(

22

11

2

1

2

1

cfxf
cfxf

xf
xf

xf
xf








 .  

Виберемо інтервал  xc;  (рис. 7.2) всередині інтервалу  ba; . Отже , на  xc;  
обидві функції гладенькі. 
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Згідно з теоремою Коші на цьому інтервалі існує хоч одна така точка Z, 

для якої справедливо: 
)(
)(

)()(
)()(

2

1

22

11

zf
zf

cfxf
cfxf






 . 

Звернемо увагу на те, що Z  обов’язково знаходиться всередині  xc; . Не-
хай cx   (точка С закріплена). Тоді і точка Z прямуватиме до точки С за 

вищезазначеної умови. Отже, 
)(
)(lim

)()(
)()(lim

2

1

22

11

xf
xf

cfxf
cfxf

cxcx 







.  

Якщо в цьому рівнянні права границя існує і дорівнює A , тобто 

A
xf
xf

cx





 )(
)(lim

2

1 , то до цього ж значення прямує й ліва границя, тобто 

A
xf
xf

cfxf
cfxf

cxcx









 )(
)(lim

)()(
)()(lim

2

1

22

11 .  

Остаточно: якщо 
0
0

)(
)(lim

2

1 
 xf

xf
cx

 і A
xf
xf

cx





 )(
)(lim

2

1 , то 
)(
)(lim

)(
)(lim

2

1

2

1

xf
xf

xf
xf

cxcx 





.  

Розглянемо випадок 




 )(

)(lim
2

1

xf
xf

cx
. Невизначеність виду 

0
0

 легко 

призвести до невизначеності виду 

 : 

0
0

1

1

)(
1

)(
1

lim

)(
1

)(
1

)(
)(

1

2

1

2

2

1 






xf

xf

xf

xf
xf
xf

cx
. 

В зв’язку з цим правило Лопіталя можемо використовувати для розкриття 

невизначеності типу 

 . 

Розглянемо декілька прикладів. 

Приклад:  Знайти 
x

x
x

sinlim
0

 .  

1
1
1

1
coslim)(sinlim

0
0sinlim

000













x
x

x
x

x
xxx

. 

Приклад: Обчислити .
985

1343lim 2

2




 xx
xx

x
 

 

 x 
            a           c              z                      x                  b 

Рис. 7.2. 
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 810
46lim

)985(
)1343(lim

985
1343lim

2

2

2

2

x
x

xx
xx

xx
xx

xxx




 )810(
)46(lim

x
x

x
  

5
3

10
6

10
6lim 

x
. 

Правило Лопіталя можна застосовувати до невизначеностей виду: 0 , 

 , 1 , 0 , 00 , перевівши їх відповідними діями до невизначеностей виду 
0
0

 

або 

 . Розглянемо це на прикладах: 

Приклад: Обчислити наступні границі: 

а) x

x
ex 2lim 


 ; б) 






 

 xxx sin
11lim

0
; в) x

x
xsin

0
sinlim


; 

г) x

x
x

2

0
)31(lim 


;  д) 

x

x x 








1lim
0

. 

Розв’язання: 

а) 





















 xxxxxx

x

x ee
x

e
xex

222
2

2
1lim

)(
)(limlim0lim .01

2
1





 e

 

б) 



















 

 )sin(
)(sinlim

0
0

sin
sinlim)(

sin
11lim

000 xx
xx

xx
xx

xx xxx
 


















 )cos(sin

)1(coslim
0
0

cossin
1coslim

00 xxx
x

xxx
x

xx





 xxxx
x

x sincoscos
sinlim

0
 

011lim
sin
sinlim

00











 xxx
x

xx
. 

в)  


0sin

0
0sinlim x

x
x  [використовуємо формулу  ]lnuvv eu 



xx

x
e sinlnsin

0
lim  

e xx
x

sinlnsin
0

lim 
 .  


xx

x
sinlnsinlim

0
  0 










x

x
x

sin
1
sinlnlim

0
 


)'

sin
1(

)'sin(lnlim
0

x

x
x

 







x
x

x
x

x

2

0

sin
cos

sin
cos

lim .0sinlim
0




x
x

 

Тоді  10
0

sinlim  ee x
x . 

г)  
)31ln(2

0
lim)31ln(2

0

2

0
lim)1()31(lim

x
xx

x
x

x

x

x
eex











 ; 

















 1

)3(
31

1

lim2
)(

))31ln(2(lim
0
0)31ln(2lim

000

x
x

xx
x xxx

.6
31

1lim6
0





 xx
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Тоді 6
2

0
)31(lim 


 ex x

x
. 

д) x
x

xx
x

x

x

x
ee

x

1ln
0

lim1ln

0

0

0
lim)(1lim 









 . 




)0(1lnlim
0 x

x
x








x

x
x 1

1ln
lim

0












)1(

)ln(lim
)1(

)1(ln
lim

00

x

x

x

x
xx








2

0 1

1

lim

x

x
x

0lim
0




x
x

.  

Тоді 1lim1lim 0
1ln

00










ee

x
x

x

x

x

x
. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти границі за правилом Лопіталя: 

6.135. ;
3986

853lim 24

4




 xxx
xx

x
 6.136. ;

67
4lim 23

23




 xxx
xxx

x
 

6.137. ;
1623
24lim 2

34

2 


 xx
xx

x
 6.138. ;lim 3

sin

0 x
xx

x




 

6.139. ;
2

1
2
1lim

20 









 xtgxxx
 6.140. );2ln()2(lim

2



xx

x
 

6.141. ;1lim
2

0

xtg

x x









 6.142. .1lim 2

1

2






  



x

x
x  

Запитання до розділу VІI: 
1.  Математичне визначення похідної. 
2.  Геометричне визначення похідної. 
3.  Механічне визначення похідної. 
4.  Яка дія називається диференціюванням? 
5.  Похідна від суми, добутку та частки.  
6.  Похідні елементарних функцій. 
7.  Похідна складеної функції. 
8.  Похідна неявної функції. 
9.  Математичне визначення диференціала. 
10. Геометричне визначення диференціала. 
11. Зв’язок між похідною та диференціалом. 
12. Застосування диференціала до наближених обчислень. 
13. Похідні вищих порядків. 
14. Диференціали вищих порядків. 
15.  Правило Лопіталя. 
16.  Які обмеження накладаються на застосування правила Лопіталя. 
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VІІІ. ДОСЛІДЖЕННЯ ПОВЕДІНКИ ФУНКЦІЇ 

§1. Основні поняття 
Нехай задано функцію f(x) неперервну на інтервалі );( ba . Нехай f(x) така, 

що в кожній точці її можливо провести дотичну. Це означає (див. геометричний 
зміст похідної), що функція має неперервну похідну на );( ba .  

Озн. Функцію називають гладенькою, якщо вона має неперервну похідну 
на заданому проміжку. 

Типовий вигляд гладенької функції показано на рис. 8.1, з якого видно, що 
до будь-якої точки кривої існує дотична. 

Типовий вигляд заданої на );( ba  неперервної функції, що не буде 
гладенькою, зображено на рис. 8.2. В точках c  і d  не можемо провести 
дотичну однозначно; похідна в цих точках не існує. 

Озн. Асимптотою називають пряму, до якої наближається задана функція 
так, що відстань між ними прямує до нуля. 

 y 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  0 x 
 a b 

Рис. 8.1. 

       y 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    x 
    0            a c d b 

Рис. 7.2. 
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Пряма by   є горизонтальною асимптотою, пряма ax   − вертикальною 
асимптотою, а пряма bkxy   − похилою асимптотою. В точці cx   функція 
зазнає розриву другого роду (рис. 8.3). 

 

На ділянках зростання функцій дотична завжди нахилена до осі Ox  під 
гострим кутом   (рис. 7.4), тому на таких ділянках похідна завжди додатна. На 
ділянках спадання кут нахилу   дотичної тупий, тому похідна завжди від’ємна. 

 

Точки, в яких функція змінює характер поведінки, називаються точками 
екстремуму. Згідно з принципом Ферма похідна гладенької функції в точці 
екстремуму завжди дорівнює 0 . 

На рис. 8.4  видно, що в точках 1x  та 2x  є екстремумом, оскільки дотична 
паралельна осі Ox , тому кут нахилу дорівнює нулю, а 00  tgy .  При цьому точка 

1x  переходу від зростання до спадання є точкою максимуму, а точка 2x  переходу 
функції від спадання до зростання − точкою мінімуму. Точки максимуму і 
мінімуму не обов’язково співпадають з найбільшим та найменшим значеннями 
функції (рис. 8.5). 

 

                                                              y 
 y=f(x) 
 
 y=f(x) 
 
             y=kx+b  
  
                                                                                                            y=b   
   
                                                                                  x=a       
 
     x 
                                                               0                                     с 

Рис. 8.3. 

 
                                   y                 M  

 
                                                                          β 
                                                   α 
                                                                                       m 
                                                                      
                                   
                                         0                 x1                                       x2                          x 
                                                                             Рис. 8.4. 
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На інтервалі  ba;  функція має найменше значення в точці a , а найбільше в 

точці b , і ні одне з них не співпадає зі значеннями мінімуму (точки 642 ,, xxx ) чи 
максимуму (точки ),, 531 xxx . 

Існують точки, в яких функція не має екстремумів, але її похідні в цих 
точках дорівнюють нулю (рис. 8.6). 

 

Дотична до кривої в точках 1x  та 2x  паралельна осі Ox , 0y . Точка 1x  є 
точкою, в якій функція перестала зростати, а точка 2x  − точкою, в якій функція 
перестала спадати.  

Озн. Точки, в яких похідна дорівнює нулю, називають стаціонарними. 
 

§2. Знаходження асимптот графіка функції  
Озн. Асимптотою кривої називається така пряма, до якої необмежено 

наближаються точки кривої за необмеженого віддалення її від початку 
координат. Крива може наближатися до своєї асимптоти тими ж способами, як і 
змінна до своєї границі: залишаючись з однієї сторони від асимптоти або з 
різних сторін, кілька разів перетинаючи асимптоту і переходячи з однієї 
сторони на другу. 

Розрізняють асимптоти: вертикальні,  горизонтальні і похилі. 

 
   
   y  
 
 y=f(x) 
 
 
 
  0 
        a      x1            x2                       x3                    x4               x5             x6        b         x 

Рис. 8.5. 

 y 
 
 
 y=f(x) 
 
 
 
 
 
   0                  x1                                                   x2 x 

Рис. 8.6. 
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Для знаходження асимптот керуються наступними правилами: 
а) Якщо при х = а крива у = f (х) має розрив ІІ-го роду, тобто якщо при        

х → а – 0 або при х → а + 0 функція прямує до нескінченості (того чи іншого 
знаку), то пряма х = а є вертикальною асимптотою; 

б) Крива у = f (х) має горизонтальну асимптоту у = b тільки в тому випадку, 
коли існує скінчена границя функції f (х) при х → ∞ або х → –∞, і ця границя 
дорівнює b, тобто, якщо   bxf

x



lim  або   bxf

x



lim . 

в) Для знаходження похилої асимптоти bkху   необхідно знайти 
невідомі коефіцієнти k  і b  за формулами: 

 








 x
xfk

x
lim  та   kxxfb

x



lim . 

Приклад: Знайти вертикальні та похилі асимптоти функції: 
12 


х

ху .     

Розв’язання: 
Оскільки область визначення функції :  

      ;11;11;х ,  
то дослідимо точки розриву функції 






 0

1
1

lim 201 x
x

x
; 




 0
1

1
lim 201 x

x
x

;  


 0

1
1

lim 201 x
x

x
; 




 0
1

1
lim 201 x

x
x

.  

Отже, 1х  і 1х  − вертикальні асимптоти. 
Похилі асимптоти визначатимемо за формулою: bkху  . Для цього 

знайдемо невідомі коефіцієнти k  і b : 
  00

1
1limlim 2 

















 xx
xfk

xx
. 

   0
1
0

1
lim

1
limlim

22

2

2

2 








хx
x

x
x

x
xkxxfb

xxx
. 

Тоді рівняння асимптоти набуватиме вигляду: 0у . 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Знайти вертикальні та похилі асимптоти функцій і схематично побудувати 
їх графік  

7.1.
2

2





х

хху ; 7.2. 
2

4 2





х

хху ; 
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7.3. 
1
2

2 



х
ху ; 7.4. 

5

2




х
ху ; 

7.5. 
х

ху 12 
 ; 7.6. 

4
3
2 


х

ху ; 

7.7. 
92

2




х
ху ; 7.8. 2

1
х

ху 
 ; 

7.9.  22


х
ху ; 7.10.  22


х

ху . 

Індивідуальне завдання 
Знайти вертикальні та похилі асимптоти функцій і схематично побудувати 

їх графік 
    22 110 xN

Nxу N
  , N – номер студента за списком. 

 
§3. Зростання та спадання функції 

В першому параграфі цього розділу визначено, що в стаціонарних точках 
0y . Тому знаходимо y   і прирівнюємо її 0 . З умови 0)(  xf  знаходимо 

всі значення стаціонарних точок ),,,( 4321 xxxx  (рис. 8.8.). Функція )( xf  
зображена на рис. 8.8. а). Точка 1x − це стаціонарна точка, для якої 0)( 1  xf  
(функція перестала зростати). Якщо замість 1x  в )(' xf  підставити значення 

xx 1  та xx 1 , де x − невеликий приріст аргументу, то )( xf   буде 
додатною. Тому для точки 1x , де функція перестала зростати, похідна веде себе 
за схемою (знак функції):  0 . 

В стаціонарній точці 3x : 0)( 3  xxf  і 0)( 3  xxf , тому для точки, 
де функція перестала спадати, маємо схему:  0 . 

В точці 2x  похідна змінює знак. Якщо 0)( 2  xxf  (зліва від 2x ), а 
0)( 2  xxf  (справа від 2x ), то маємо максимум. Отже для точки 

максимуму маємо схему:  0 . 
В точці 4x   (мінімум) похідна змінює знак – на +, тому маємо схему: 0 . 
Якщо рис. 7.8. б) схематично відображає поведінку )( xf  , то рис.91 в) 

відображає поведінку )( xf  . З поведінки другої похідної робимо висновок, що 
якщо в стаціонарній точці є максимум, то y   в ній завжди від’ємна, а якщо має 
мінімум – то y   додатна. 

Тому з умови )( xfy   знаходимо )( xfy   і прирівнюємо її до нуля. 
З умови 0)(  xf  знаходимо всі значення х, що задовольняють цю умову. Ті 
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значення х, які вже зустрічалися з умови 0)(  xf , і є стаціонарними точками 
(у нас – це точки 1x  і 3x ). Ті стаціонарні точки, що не задовольняють умови 

0)(  xf , будуть точками екстремуму. 
Якщо 0)( 2  xf , то 2x − точка максимуму, а якщо 0)( 4  xf , то 4x − 

точка мінімуму. Всі ті точки, для яких 0)(  xf , але 0)(  xf  (нові значення, 
які не зустрічались серед стаціонарних), будуть точками перегину функції 
(відображена на графіку лише одна з них – точка 5x ). Отже, з умови 0)(  xf  
знаходимо точку перегину 5x . 

Озн. Точкою перегину називається точка кривої, в якій створюється 
перехід від випуклості до угнутості чи навпаки (рис. 8.9).  

Ділянка AB  − це ділянка угнутості функції, а ділянка BC  − випуклості.  

  y 
 y=f(x) 
 
 
 
 
 
   0              x1                      x2                  x3                     x4         x5                  x 
 y 
                                        y'=f'(x) 
 
   0   x 
 y'' 
 
    +                                 +                       +    
 

0−          0             0                   0         0       0                       0                          x 
Рис. 8.8. 

 y 
  
  
                   C 
 
 B  

 
 
 A 
                                                         x 

Рис. 8.9. 
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Якщо функція має в точці 0x  гострий екстремум, то вона в цій точці існує, 
а її перша похідна потерпає розрив. 

Знаходимо проміжки, в яких 0)(  xf . Це проміжки зростання функції. 
Якщо 0)(  xf  на даному проміжку, то функція на цьому проміжку спадає. 
Якщо на заданому проміжку 0)(  xf , то )(xf  угнута, а якщо 0)(  xf , то 
функція випукла. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти інтервали монотонності та екстремуми функцій: 

7.11. хху 64 2  ; 7.12. 31 хху  ; 

7.13. 224 24  хху ; 7.14. 
х

ху 1
 ; 

7.15.  22 4 хху  ; 7.16. 21 х
ху


 . 

Індивідуальне завдання 
Знайти інтервали монотонності та екстремуми функцій: 

  NхNNху  32  , N – номер студента за списком. 
 

§4. Означення максимуму та мінімуму функції  

Функція f(х) має в точці  х = х0  максимум, якщо значення функції в цій 
точці більше, ніж її значення в усіх точках, достатньо близьких до х0. 

Тобто, функція f(х) має максимум за х = х0, якщо f(х0+Δх) < f(х0), для будь-
якого Δх – як додатного, так і від’ємного, але достатньо малих за абсолютною 
величиною. 

Функція f(х) має в точці х = х0 мінімум, якщо значення функції в цій точці 
менше, ніж її значення в усіх точках, достатньо близьких до х0. Тобто, функція 
f(х) має мінімум за х = х0, якщо f(х0+Δх) > f(х), для будь-якого Δх – як додатного, 
так і від’ємного, але достатньо малих за абсолютною величиною. 

Якщо в деякій точці функція має максимум або мінімум, то говорять, що в 
цій точці має місце екстремум. 

Слід пам’ятати: 
1. Максимум (мінімум) не є обов’язково найбільшим (найменшим) 

значенням, що приймає функція. Поза розглянутого околу точки  х0  функція 
може приймати більші (менші) значення, ніж в цій точці. 

2. Функція може мати декілька максимумів і мінімумів. 
3. Функція, що визначена на відрізку, може досягнути екстремуму тільки у 

внутрішніх точках цього відрізка. 
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Необхідна умова екстремуму 
Якщо функція f(х) має екстремум за х = х0, то її похідна в цій точці 

дорівнює нулю, або нескінченості, або взагалі не існує. Із цього слідує, що 
точки екстремуму функції необхідно знаходити тільки серед тих, в яких її 
перша похідна f ′(х) = 0, або не існує. Слід уяснити, що вказана ознака 
екстремуму є тільки необхідною, але не достатньою. 

Вкажемо дві достатні умови існування екстремуму функції. 
Перша достатня умова існування екстремуму функції 

Нехай точка х = х0 є критичною точкою функції f(х), а сама функція f(х) 
неперервна та диференційована у всіх точках деякого інтервалу, який містить 
цю точку. Тоді: 

1. Якщо за х < х0 похідна функції  f ′(х) >0, а за х > х0  f ′(х) < 0, то за   х = х0 
має місце максимум, тобто якщо при переході зліва направо через критичну 
точку перша похідна змінює знак з плюса на мінус, то в цій точці функція 
досягає максимуму. 

2. Якщо за х < х0 похідна функції  f ′(х) < 0, а за х > х0  f ′(х) >0, то за  х = х0 
має місце мінімум, тобто, якщо за переходу через критичну точку перша 
похідна функції змінює знак з мінуса на плюс, то в цій точці функція досягає 
мінімуму. 

3. Якщо ж за переходу через критичну точку перша похідна не 
змінює знак, то екстремуму немає. 

Друга достатня умова існування екстремуму функції 
Якщо в точці х = х0 перша похідна функції f(х)  дорівнює нулю: f ′(х)=0, то 

за  х = х0 має місце максимум, якщо f ′′(х)< 0, та мінімум, якщо f ′′(х)> 0. Якщо 
ж f ′′(х) = 0, то необхідно розглянути першу достатню умову існування 
екстремуму. 

Правило для дослідження функції на екстремум за допомогою похідної 
(перший спосіб) 

Для дослідження функції на екстремум за першою похідною необхідно: 
1. Знайти f ′(х) – першу похідну функції. 

2. Розв’язати рівняння f ′(х) = 0, а також визначити ті значення х, при яких   
f ′(х) = ∞ або не існує (тобто: знайти критичні точки функції f (х)). 

3.  Всі критичні точки розташувати на числовій осі в порядку зростання їх 
абсцис. 

4.  В середині кожного із утворених інтервалів взяти будь-яку точку і 
встановити в цій точці знак першої похідної функції (похідна зберігає знак в 
кожному інтервалі між двома сусідніми критичними точками). 
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5.  Розглянути знак f ′(х) в двох сусідніх точках, переходячи послідовно 
зліва направо від першого інтервалу до останнього. Якщо за такого переходу 
знаки f ′(х) в двох сусідніх інтервалах різні, то екстремум в критичній точці є, і 
буде максимум, якщо знак змінюється з + на –, а мінімум, якщо знак 
змінюється з – на +. Якщо ж в двох сусідніх інтервалах має місце збереження 
знаку першої похідної, то екстремуму в розглянутій критичній точці немає. 

6.  Знайти значення функції в точках, де вона досягає екстремуму 
(екстремальні значення функції). 
Правило для дослідження функції на екстремум за допомогою похідної 

(другий спосіб) 
Для того щоб дослідити на екстремум за другою похідною, необхідно: 
1.  Знайти f ′(х) – першу похідну функції. 
2.  Розв’язати рівняння f ′(х) =0. 
3.  Знайти f "(х) – другу похідну функції. 
4.  Дослідити знак f "(х) – другої похідної функції в кожній точці, що 

знайдено в пункті 2. 
Якщо в розглянутій точці f "(х)  > 0, то в цій точці буде мінімум, а якщо      

f "(х)  < 0, то в цій точці буде максимум. Якщо в розглянутій точці f "(х)  = 0, то 
дослідження необхідно провести за правилом першої похідної. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти екстремуми функцій: 

7.17. 322  хху ; 7.18. 132
3
1 23  ххху ; 

7.19. 3159 23  ххху ; 7.20. 24 2хху  ; 

7.21. 28 24  хху ; 7.22.   
2

32
х

хху 
 ; 

7.23.    122 3  хху ; 7.24. sіnxсоsxу  , 







2
;

2
х . 

Знайти інтервали монотонності та екстремуми функцій: 
7.25. хху 64 2  ; 7.26. 31 хху  ; 7.27. 224 24  хху ; 

7.28. 
х

ху 1
 ; 7.29.  22 4 хху  ; 7.30. 21 х

ху


 . 

Індивідуальне завдання 
Знайти інтервали монотонності та екстремуми функцій:

    22 110 xN
Nxу N

  , N – номер студента за списком. 
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§5. Застосування похідної до дослідження динаміки функції 

Загальне дослідження функції та побудову її графіка зручно 
використовувати за наступною схемою: 
1. Елементарні дослідження: знайти область визначення функції; точки 
перетину з осями координат; перевірити функцію на парність. 
2. Знайти точки розриву функції та її односторонні границі. 
3. Знаходження похилих асимптот.  
4. Знайти точки екстремуму та інтервали зростання і спадання функції. 
5. Побудувати графік функції,  враховуючи всі одержані результати 
дослідження.  

Приклад: Дослідити функцію і побудувати її графік: 
12 


х

ху .     

Розв’язання: 
1. Елементарні дослідження:  

Область визначення функції :       ;11;11;х . 
Точки перетину графіка функції з осями координат:  
 0;0  − єдина точка перетину з віссю абсцис та ординат. 

Функція непарна, окільки   
  11 22 







х
х

х
хху . Отже графік функції 

симетричний відносно початку координат. 
2. Дослідження точок розриву: 






 0

1
1

lim 201 x
x

x
; 




 0
1

1
lim 201 x

x
x

;  


 0

1
1

lim 201 x
x

x
; 




 0
1

1
lim 201 x

x
x

.  

Отже, 1х  і 1х  − вертикальні асимптоти. 
3. Знаходження похилих асимптот: 

Похилі асимптоти визначатимемо за формулою: bkху  . Для цього знайдемо 
невідомі коефіцієнти k  і b : 

  00
1

1limlim 2 

















 xx
xfk

xx
.  

   0
1
0

1
lim

1
limlim

22

2

2

2 








хx
x

x
x

x
xkxxfb

xxx
. 

Тоді рівняння асимптоти набуватиме вигляду: 0у . 
4. Дослідження функції на монотонність: 
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Знайдемо першу похідну функції: 
 

       22

2

22

2

22

22

22

2

1
1

1
1

1
12

1
21


















х

х
х

х
х

хх
х

ххху . 

Прирівняємо першу похідну до нуля:   0
1

1
22

2






х

х .  

Оскільки рівняння не має розв’язків, то критичних точок першого роду не 
має. Тому на числовій осі 0Х позначаємо лише точки розриву функції:  
                      −                      −                   −              х 
 

 –1                       1 
Отже, функція спадає на всій області визначення. 
5. Дослідження на опуклість та ввігнутість: 
Знайдемо другу похідну функції: 

     
 

   
  








 42

222

42

2222

1
22112

1
212112

х
хххх

х
ххххху  

 
 32

2

4
32





х

хх . 

Прирівняємо другу похідну до нуля:  
  0

4
122

32

2





х

ххх , 0х  − критична 

точка другого роду. Визначимо знаки другої похідної на отриманих інтервалах: 
                      −                +           −             +              х 
    

 –1            0          1 
Отже, функція опукла вниз на 

проміжках:     ;10;1х , 
опукла вгору −    1;01; х . 
Точка (0; 0) – точка перегину. 

6. Побудова графіка функції: 
 

 

X

Y

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

0
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Дослідити функцію і побудувати її графік:    

7.31.
2

2





х

хху ; 7.32. 
2

4 2





х

хху ; 

7.33. 
1
2

2 



х
ху ; 7.34. 

5

2




х
ху ; 

7.35. 
х

ху 12 
 ; 7.36. 

4
3
2 


х

ху ; 

7.37. 
92

2




х
ху ; 7.38. 2

1
х

ху 
 ; 

7.39.  22


х
ху ; 7.40.  22


х

ху . 

Індивідуальне завдання 

Дослідити функцію і побудувати її графік:       22 110 xN
Nxу N

  , N – номер 

студента за списком. 
Запитання до розділу VІІІ 

1. Що називають функцією? 
2. Що називають асимптотою? 
3. В чому полягає принцип Ферма? 
4. Що таке точки екстремуму? 
5. Що таке стаціонарні точки? 
6. Що таке максимум та мінімум функції? 
7. Як знаходяться проміжки зростання, спадання, випуклості та угнутості? 
8. Як знаходиться горизонтальна асимптота? 
9. Як знаходиться вертикальна асимптота? 
10. Як знаходиться похила асимптота? 
11. Що дає знаходження першої похідної? 
12. Що дає знаходження другої похідної? 
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ІХ. ФУНКЦІЇ ДЕКІЛЬКОХ ЗМІННИХ 

§1. Поняття функції декількох змінних. Частинні похідні. 
У функції однієї змінної )(xfy  змінна x  відіграє роль незалежної 

змінної, а змінна y − залежна змінна. В реальності існують функції, коли 
незалежних змінних існує декілька, причому вони незалежні між собою, але 
їх зміна призводить до зміни залежної від них величини. Швидкість 
випаровування води залежить від температури повітря, вологості повітря, 
напрямку та сили вітру, ступеня освітленості Сонцем тощо. Об’єм 
паралелепіпеда залежить від довжини, ширини та висоти сторін, а конуса – 
тільки від радіуса основи та висоти.  

Ми будемо називати функцією декількох змінних таку функцію, у якої 
число незалежних змінних не менше двох. Отже, функція двох змінних 

),( yxfz   є найпростішим випадком функції декількох змінних. 
Для будь-якої функції двох змінних можливо зробити графічну 

ілюстрацію. Графіком функції ),( yxfz   називається геометричне місце 
точок ),,( zyx  простору, у яких x  та y  належать множині точок площини 
хОу, а всі точки z  функціонально залежні від x  та y  за законом ),( yxfz  . 
Графік функції може мати вигляд деякої поверхні. Але вже функції з числа 
незалежних змінних, що перевищує число 2 (трьох чотирьох і т.д. змінних), 
геометричного образу не мають. Не зважаючи на це, всі основні поняття та 
висновки теорії функції декількох змінних практично однакові і не залежать 
від числа змінних, тому вивчення таких функцій доцільно проводити саме на 
функціях двох змінних як на самому простому представнику групи. 

Проілюструємо основні поняття і формули для функцій двох змінних, 
оскільки перехід до більшого числа змінних не викликає ніяких труднощів. 
Якщо  yxfz , , то частинні прирости за змінними х, у та повний приріст 
функції визначається за формулами: 

   ухfyхxfzх ,,  ; 
   ухfyуxfzу ,;  ; 

   ухfуyхxfz ,,  . 

Якщо існує 
х
zх

x 


 0
lim , то ця границя називається частинною похідною 

функції  yxfz ,  за змінною х і позначається одним із символів: 
x
z

 , хz .  
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Ця похідна називається частинною похідною по змінній x  і 

позначається єдиним символом
x
z

 . 

Якщо для функції однієї змінної похідна 
dx
dy  є відношенням 

диференціалів, то значки z  та x  ніякого змісту не мають, а горизонтальна 

лінія не означає дію ділення. Отже, 
x
z

  − символ, значок для позначення 

частинної похідної.  

Якби 
x
z

  було діленням, то 

x
z

 ∙

y
x

 ∙ 1



z
y  завдяки скороченням, які 

можна було б провести. Але якщо, наприклад, xyz  , то 
y
zx   і 

x
zy  .  

Тоді y
x
z



 , 



y
x − 2y

z , 
xz

y 1



 , а 





















xy
zy

z
y

y
x

x
z 1

2 1
z
z

xy
z . 

Але .11   
Аналогічно визначається частинна похідна за змінною у. Частинна 

похідна за однією із змінних знаходиться за правилами диференціювання 
функцій однієї змінної, при чому друга змінна залишається сталою. 

Приклад: Знайти частинні похідні 
x
z

 і 

y
z

  функцій:  

а) уyххуz 724 23  ; б) уеz х  ; в) 
sіnху

ух
z

32 
 . 

Розв’язання: 
а) уyххуz 724 23  ; 

х
ууу

х
у

x
z 2

323 40
2

1214 

 ; 

741272234 22 

 хухуухух
y
z . 

б) уеz х  ; 

уе
x
z х 

 ;  

у
е

у
z х

2
1



 . 

в) 
sііnх

ухz 32 
 ; 
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хуsіі

уcоsхуухsііnх
ух

х

x
z

2

2

2
3

32
2

хуsіn

уcоsхуухsіnху
ух

х

2

2

2
3

3



; 


у
z

хуsіі

хcоsхуухsііnх
ух

2

2

2
3

32
3




. 

Якщо ),( yxfz   неперервна і має неперервні частинні похідні, то за 
зміни x  на величину x , а y − на величину y , функція z  змінюється на 
величину повного приросту z  на відміну від частинних приростів:  

);();( yxfyyxxfz  . 

Шляхом доповнення, виходячи з ідеї частинного приросту, одержимо: 

),(),(),(),( yxfyyxfyyxfyyxxfz  . 

Розглянемо першу пару: );();( yyxfyyxxf   є частинним 
приростом функції за зміни x  на величину x  (величина yy   однакова 
для обох виразів). Позначимо його zx .  

Розглянемо другу пару : );();( yyxfyyxxf   є частинним 
приростом zy  функції за зміни y  на величину y  (величина x  однакова в 
обох виразах). 

Отже, маємо: zzz yx  . Частинні прирости є повними аналогами 

приростів функції однієї змінної, тому для них можемо записати:  





 x
x
zzx , 




 y
y
zzy , де   і   − нескінченно малі 

величини, якщо 0x  і 0y . Тоді: 









 y
y
zx

x
zz , де   . 

Ця формула називається формулою повного приросту функції. 
Розглянемо );( yxfz  , де x  та y  є деякі функції від змінної t . Тоді 
);( yxf  стає складеною функцією. Якщо t  одержує приріст t , то x  одержує 

приріст x , y  одержує приріст y , а z  одержує приріст z . Тоді z , як 

повний приріст функції буде: 







 y
y
zx

x
zz , звідки в граничному 

переході (детальне дослідження показує, що 0  при 0dt ) будемо мати: 

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz









  . 
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Це формула для знаходження похідної від складеної функції.  
Приклад: Обчислити похідну функції yxz ln)(sin . 
Розв’язання: Нехай yxz ln)(sin , де )(txx  , )(tyy  , тоді 

dt
dyxx

ydt
dxyxxz yy

t   sinln)(sin1ln)(sincos ln1ln .  

Якщо функція однієї змінної задана неявно, то вона має вигляд 
Cyxf );( ,  то її похідна буде дорівнювати: 

y

x

f
fy

dx
dy




                                              (9.1) 

За цією формулою зразу можемо знайти похідну неявної функції. 
Приклад: знайти похідну неявної функції 4)sin(22  yxyx . 
Знайдемо частинні похідні: 

)cos(2)cos(2 33 yxxyxyxyxf
x
f

x 

 . 

)cos(3)()cos(3 2222 yxyxyyxyxf
y
f

y 

 . 

Тоді 
)cos(3
)cos(2

22

3

yxyx
yxxyy




 . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Знайти частинні похідні 
x
z

 і 

y
z

  функцій: 

8.1. xyxyyxz  323 124 ;  8.2. yxyxyxz  223 2 ; 

8.3. xyxyxz 223 2332  ; 8.4. уyxyxz  3
2
14 2334 ; 

8.5. cооsxyyxz  234 ; 8.6. sіnxyxxyz  2103 ; 
8.7. xsіnxyyz 2ln 23  ; 8.8. 2242ln sіnyyxyz  ; 

8.9. уyххz 63log2 2
2  ; 8.10. xxyyz 103log 2

3  ; 

8.11. yxz sin ; 8.12. yxz cos2  ; 

8.13. 52 xyxz  ; 8.14. 
у
хz  ; 

8.15. 
yx

xyz


 2
; 8.16. 

10
ln



x

yz ; 

8.17. 
xy

yz ln
 ; 8.18. 

х
yz ln

 ; 
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8.19. 
у

сosxz  ; 8.20. 
у

arcсosxz  ; 

8.21. уеz ху 2 ; 8.22. 
у

ехz
х

3
22 

 ; 

8.23. 
у

ехz
у

4
22 

 ; 8.24. 
yx

yz



ln ; 

8.25. ysіnxz 334  ; 8.26. 32 cоsyxz  ; 

8.27. 
ух

аrсsіnxz


 ; 8.28. 32

32

yx
yxz


 ; 

8.29.    ухsіnхуz 42ln  ; 8.30. 5
3

5 log3 yхуz  . 
Індивідуальне завдання 

Знайти частинні похідні 
x
z

 і 

y
z

  функцій: 

а) xyх
ny

ухz nnn 412 22   ; б) nnx yez  ; 

в)   nnxxynxtgz  234 ; г)  
y

xnxz n

n

sin
22 

 . 

Де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 2. Повний диференціал функцій та його застосування 
В попередніх параграфах приведена формула повного приросту функції: 









 y
y
fx

x
fz . 

Величина x
x
f



  називається частинним диференціалом по змінній x , 

y
y
f



  − частинним диференціалом за змінною y  і позначаються: zdx

dx
df

x ; 

zdy
dy
df

y . Тоді сума всіх частинних диференціалів називається повним 

диференціалом функції (для функції двох змінних тільки два частинних 
диференціали, а взагалі їх кількість співпадає з числом змінних). Отже:  

y
dy
dzx

dx
dzzdzddz yx  .                                   (9.2) 

Розглядання функцій )0,1(  yx zzxz  та )1;0(  yx zzyz  дає: 

dyydxx  ; , тому   dy
y
zdx

x
zdz 








 .  Таким чином: 
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 dzz , звідки dzz ~  (ця рівність тим точніша, чим менші x  та y ). 
Приклад: Знайти повний диференціал функції: )sin(32 yxyxz  . 

).cos(2 3 yxxy
x
z



  ).1()cos(3 22 


 yxyx
y
z  

dyyxyxdxyxxydz  )cos(3())cos(2( 223 . 
Повний диференціал завдяки формулі dzz   знаходить широке 

використання в наближених обчисленнях. 
Приклад: Обчислити 3 3223 1 yxyxxyz  якщо 99,0x ; 02,2y .  
Маємо: 10 x , 20 y , 01,0x ; 02,0y . Тоді:  

dzzzzz  00 y
y
zx

x
zz 








 0 , де 
x
z

  та 

y
z

  знаходяться в 

точці ),( 00 yx .  

Маємо: 212121213 3223
0 z ;  

2

3
32

3 2223 23
22132)23(

)1(3
1









 xyxy

yxyxxyx
z

12
21

 . 











12
23221)32(

)1(3
1 3

22

3 2223
yxyx

yxyxxyy
z

12
9 . 

Тоді 0025,2
400
12

400
6

400
7202,0

12
9)01,0(

12
212 z . 

Озн: Похідна 
l
z

  функції  yxfz ,  за напрямком   sin,cosl  

обчислюється за формулою: 

 coscos 











AA y
z

x
z

l
z .                                        (9.3) 

Обчислення в точці М (х; у) дає швидкість зміни функції в напрямку в 
точці М. 

Озн: Вектор з координатами 
y
z

x
z





 ; називається градієнтом функції в 

точці М, він напрямлений в сторону найскорішої зміни функції і 
позначається так:  

j
y
zi

x
zgradz AA











 .                                          (9.4) 

Геометрично рівняння  yxfz ,  задає деяку поверхню. Щоб уявити 
собі вигляд поверхні перетнемо її площиною Сz  , де С стала величина. 
Таке рівняння   Сyxf ,  задає в площині ХОУ криву, яка називається 
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ізоквантою. Якщо на ізокванті взяти деяку точку М (х0; у0), то вектор-градієнт 
в цій точці буде перпендикулярним до ізокванти. 

Приклад: Задано функцію 3

2

4
32

у
хz 

 , точку А (–1; 1) і вектор 


а (–12; –

5). Знайти градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 
Розв’язання: Обчислимо частинні похідні функції в точці А0: 

333 4
4

4
022

у
х

у
х

у
х

x
z






 ;   1

1
1
3)1;1( 






Ау
z ; 

4

2

4

2

4

2

2
3

4
6

4
023

у
х

у
х

у
х

у
z






 ;  

4
3

12
13
4

2

)1;1( 







Ау
z . 

Тоді градієнт функції можна записати у вигляді: 

j
y
zi

x
zgradz AA











 . Тобто: jigradz



4
31 . 

Для запису похідної в точці А в напрямі вектора 


а  використаємо 

формулу:  coscos 











AA y
z

x
z

l
z . 

Для цього зайдемо напрямлені косинуси:  

13
12

25144
12cos

22











ух

х

аа
а ; 

13
5

25144
5cos

22









ух

у

аа

а
 . 

Тоді, 
52
33

52
1548

52
15

13
12

13
5

4
3

13
121 
















dz . 

Відповідь: jigradz



4
31 ; 

52
33

dz . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
8.31. Задано функцію 323 24 ухyxz   і точку А (1; 1). Знайти градієнт 
функції в точці А. 

8.32. Задано функцію 32 ухху
у
хz   і точку А (1; 4). Знайти градієнт 

функції в точці А. 

8.33. Задано функцію 
2

2

1







 


y
xz  і точку А (2; –3). Знайти градієнт функції в 

точці А. 
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8.34. Задано функцію 
12

4














y

xz  і точку А (–1; 0,5). Знайти градієнт 

функції в точці А. 

8.35. Задано функцію )(xycоsz   і точку А (
2
 ;

2
 ). Знайти градієнт функції в 

точці А. 

8.36. Задано функцію )2( yxsіnz   і точку А (
4


 ;
2
 ). Знайти градієнт 

функції в точці А. 
8.37. Задано функцію  222 43 yxz   і точку А (2; 3). Знайти градієнт функції 
в точці А. 

Для вектора 


а  знайти напрямлені косинуси: 

8.38. 


а (1; –1); 8.39. 


а (–2; 1,5); 

8.40. 


а (0; 7); 8.41. 


а (5; 1); 

8.42. 


а (–6; –8); 8.43. 


а (–5; –12). 

8.44. Задано функцію 2

3
у
хz  , точку А (3; 4) і вектор 



а (6; 8). Знайти похідну в 

точці А в напрямі вектора 


а . 

8.45. Задано функцію 2

32
у
хz  , точку А (1; 4) і вектор 



а (–6; 8). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.46. Задано функцію 
32

4 










y

xz  і точку А (–1; 0). Знайти градієнт функції в 

точці А. 

8.47. Задано функцію 23ln yxz  , точку А (1; 1) і вектор 


а (2; –1). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.48. Задано функцію )ln( 23 yxz  , точку А (1; 1) і вектор 


а (–2; 1). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.49. Задано функцію 







 2arccos

y
xz , точку А (1; 2) і вектор 



а (12; –5). 

Знайти градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 
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8.50. Задано функцію 









y
xarctgz

2

, точку А (1; 2) і вектор 


а (12; 5). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.51. Задано функцію  22 43ln yxz  , точку А (1; 3) і вектор 


а (3; 4). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.52. Задано функцію  23ln yxz  , точку А (2; 3) і вектор 


а (3; –4). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.53. Задано функцію 2

ln
у

хz  , точку А (1; –2) і вектор 


а (6; –8). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.54. Задано функцію 
у
хz

2
ln

 , точку А (1; 2) і вектор 


а (6; 8). Знайти градієнт 

функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 
8.55. Для функції xyyxz  22  обчислити наближене значення  в точці  А 
(1,02; 1,95) за допомогою диференціалу. 
8.56. Для функції xyyxz 32 22   обчислити наближене значення  в точці  
А (1,96; –1,03) за допомогою диференціалу. 
8.57. Для функції xyyxz 352   обчислити наближене значення  в точці  А 
(3,95; 1,03) за допомогою диференціалу. 
8.58. Для функції уxz   обчислити наближене значення  в точці  А (0,96; 
1,01) за допомогою диференціалу. 
8.59. Для функції 32254 yxxyxz   обчислити наближене значення  в 
точці  А (–2,97; 1,04) за допомогою диференціалу. 
8.60. Для функції  yxz  ln  обчислити наближене значення  в точці  А  (–
0,02; 1,05) за допомогою диференціалу. 
8.61. Для функції 3 xyz   обчислити наближене значення  в точці  А (0,03; 
125,01) за допомогою диференціалу. 
8.62. Для функції xyxуxz 224 36   обчислити наближене значення  в 
точці  А (0,97; 1,01) за допомогою диференціалу. 
8.63. Для функції хyууxz 2324   обчислити наближене значення  в 
точці  А (–0,99; 1,05) за допомогою диференціалу. 
8.64. Для функції yxуxz 2332 32   обчислити наближене значення  в 
точці  А (0,98; –1,04) за допомогою диференціалу. 



178 
 

8.65. Для функції )2( yxcоsz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (4°; 92°).  
8.66. Для функції )2( yxsіnz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (47°; 91°).  
8.67. Для функції )(xysіnz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (3°; 32°).  
8.68. Для функції )( xyxаrcsіnz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (0,03; 0,99).  

8.69. Для функції 
y
xаrccоsz   обчислити за допомогою диференціалу 

наближене значення  в точці  А (4,1; 4,2) 
8.70. Для функції )2( yxtgz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (29°; 92°).  

Індивідуальне завдання 

1. Задано функцію 
n

ху
yх

уху n
nn  2

1 , точку А (1; –1) і вектор 


а (n; –n). 

Знайти градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

2. Для функції 3
10

10 24 xyyx
x

nуxz n
n 



  обчислити наближене значення  

в точці  А (–1,001n; 1+0,001n) за допомогою диференціалу (n – номер 
студента за списком). 
 

§ 3. Похідні та диференціали вищих порядків 
Як і для функції однієї змінної, частинна похідна також є функцією. 

Наприклад, якщо 23 yxz  , то 223 yx
x
z



  і 




y
z yx32 . Тому ці похідні можемо 

знову диференціювати, причому не тільки за змінною x , але й за змінною y . 

Одержимо другі частинні похідні (їх чотири): 2
2

2

6 xy
x
z

x
z

x
















 , 

yx
xy
z

x
z

y
2

2

6















 , 3

2

2

2x
y
z

y
z

y

















 , yx

yx
z

y
z

x
2

2

6
















 . 

Похідна 
xy
z


2

 та 
yx
z


2

 називається мішаною похідною. Аналогічно 

знаходяться похідні більш високих порядків. Так наприклад, 
6

6

x
z


  є шостою 
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частинною похідною і означає, що від функції ),( yxfz   шість разів підряд 

знаходились похідні за змінною x . Похідна 
xyx

z



23

6

 є шостою мішаною 

похідною і означає, що спочатку три рази підряд знаходили похідні за 
змінною x , потім двічі за змінною y , і в кінці один раз за змінною x . Таким 
чином, вигляд похідної вказує на прийнятий порядок диференціювання. Для 
неперервних функцій, які мають неперервні похідні, порядок 
диференціювання несуттєвий, тобто можемо стверджувати, що: 

 
xy
z

yx
z







 22

, 








24

6

23

6

yx
z

xyx
z

2

6

42

6

xyxyx
z

xy
z







  і т.д. 

В наведеному прикладі yx
xy
z

yx
z 2

22

6






 . 

Таким чином, порядок диференціювання для мішаних похідних ролі не 
грає. Всі вказані ствердження також відносяться і до функцій декількох 
змінних. 

Приклад: Знайти частинні похідні перших трьох порядків для функції 
))(( 2332 yxyxz  .  

Розв’язання: Розкриємо дужки: 522335 yyxyxxz  . 

Перший порядок: 2324 235 xyyxx
x
z



 ; 4223 523 yyxyx

y
z



 . 

Другий порядок: 233
2

2

2620 yxyx
x
z



 ; 323

2

2

2026 yxyx
y
z



 ; 

xyyx
yx
z 49 22

2




 ; xyyx
xy
z 49 22

2




 , тобто 
xy
z

yx
z







 22

. 

Третій порядок: 32
3

3

660 yx
x
z



 .  23

3

3

606 yx
y
z



 ; 

yxy
yx

z 418 2
2

3




 ; yxy
xyx

z 418 2
3




 ; yxy
xxy

z 418 2
3




 ;  

xyx
xy

z 418 2
2

3




 ;  xyx
yxy

z 418 2
3




 ;  
dxdydz

zd 3

xyx 418 2  .  

Отже : 



yx

z
2

3





xyx

z3

xxy
z


3

; 



xy

z
2

3





yxy

z3

yyx
z


3

. 

Диференціал другого порядку: 












































 dx
x
zdydy

y
zddx

x
zddy

y
zdx

x
zddzd 2

2

)(   
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 dydx
xy
zdx

x
zdydy

y
zdx

xy
zdxdy

y
z 2

2
2

2

2

22

2

2

  

2
2

22

dy
y
zdxdy

xy
z








 2

2

22

2

2

2 dy
y
zdxdy

yx
z

x
z













 . 

Отже:  

                               2

22
2

2
2 2

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd













  .                              (9.5) 

Аналогічно знаходиться zd 3 , як )( 2 zdd : 

3
3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 33 dy

y
zdxdy

yx
zdydx

yx
zdx

x
zzd

















 . 

Приклад: Знайти три перших диференціали функції ))(( 2332 yxyxz  . 

Розв’язання: 







 dy
y
zdx

x
zdz dyyyxyxdxxyyxx )523()235( 42232324  . 














 22332
2

22
2

2

2
2 )2620(2 dxyxyxdy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd  

232322 )2026()49(2 dyyxyxdxdyxyyx  . 


















 2
3

3
2

2

3
2

2

3
3

2

3
3 60(33 xdy

y
zdxdy

yx
zdydx

yx
zdx

x
zzd

 3222233 6()418(3)418(3)6 xdxdyxyxdydxyxydxy 32 )60 dyy . 
Аналогічним методом знаходяться диференціали функцій декількох 

змінних. 

Наприклад, якщо ),,( tyxfz  , то 







 dy
y
zdx

x
zdz dt

t
z

 , звідки 









































 dxdy
yx
zdx

x
zdt

t
zddy

y
zddx

x
zdzd

2
2

2

2
2 2  


















 2
2

2
2

2

222

22 dt
t
zdy

y
zdydt

ty
zdxdt

tx
z  

.2
222

2
2

2
2

2

2
2

2

2


































 dydt
ty

zdxdt
tx

zdxdy
yx
zdt

t
zdy

y
zdx

x
z  

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти частинні похідні другого та третього порядку для наступних функцій: 
8.71. xyxyyxz  323 124 ;  8.72. yxyxyxz  223 2 ; 

8.73. xyxyxz 223 2332  ; 8.74. уyxyxz  3
2
14 2334 ; 
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8.75. cооsxyyxz  234 ; 8.76. sіnxyxxyz  2103 ; 
8.77. xsіnxyyz 2ln 23  ; 8.78. 2242ln sіnyyxyz  ; 

8.79. уyххz 63log2 2
2  ; 8.80. xxyyz 103log 2

3  ; 
Індивідуальне завдання 

Знайти частинні похідні 
x
z

 і 

y
z

  функцій: 

а) xyх
ny

ухz nnn 412 22   ; б) nnx yez  ; 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§4. Аналіз функції двох змінних 
Дослідимо функцію двох змінних на екстремум. 
Нехай задано неперервну функцію ),( yxfz , яка може мати в області 

завдання 
 
 









dcy
bax

;
;

 максимум і мінімум.  

Якщо існує деякий окіл точки );( 00 yx , в 
якому функція буде мати найбільше 
значення тільки в точці );( 00 yx , а у всіх 
інших точках її значення менші, то в точці 

);( 00 yx  функція має максимум. Якщо ж 
значення функції в цій точці будуть 
меншими, ніж у всіх інших точках околу, 
то будемо мати мінімум. Точки максимума 
та мінімума – це точки екстремуму. 

В точках максимуму та мінімуму дотичні, паралельні осям ox  та oy , 

будуть паралельні площині xOy , тому 0



x
z  і 0




y
z . Точки, в яких 

частинні похідні дорівнюють нулю, називаються стаціонарними. Отже, якщо 
є  максимум чи мінімум, то обов’язково частинні похідні дорівнюють нулю. 
Але обернене ствердження може бути неправильним. Наприклад, якщо 

проекція поверхні на площину xOz  дає максимум ( 0


x
z ), а проекція на 

площину yOz  дає мінімум ( 0


y
z ), то в точці );( 00 yx  немає ні максимуму, ні 

мінімуму, хоч обидві похідні дорівнюють нулю (в цьому випадку “стала” 

 

 

               z 
                               (х0,у0) 
 
 
 
 

           0                                     y 
 
x 
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точка );( 00 yx  носить назву мінімакс). Тому умова 0


x
z  і 0



y
z  є тільки 

необхідною умовою. 
Якщо ),( yxfz  має неперервні похідні першого та другого порядків, то 

можемо знайти 2

2

x
z


 ; 2

2

у
z


 ; 

уx
z


 2

 і ввести позначення: А
x
z





2

2

  в точці );( 00 yx

, В
уx
z



 2

 в точці );( 00 yx , С
у
z





2

2

 в точці );( 00 yx .    

Обчислимо визначник 2BAC  . Якщо 
1) 0 , то функція в точці );( 00 yx  екстремуму не має.  
2) 0 , то екстремум існує, причому це максимум, якщо 0A , і 

мінімум, якщо 0A .  
3) 0 , то функція може мати екстремуми, а може їх не мати. В цьому 

випадку потрібні додаткові дослідження.  
Вказані ствердження про знак та величину   називаються достатньою 

умовою. 
Приклад: Дослідити на екстремум функцію 

206922  ухухухz . 
Розв’язання: Знаходимо частинні похідні функції: 

92 

 ух
x
z ; 62 


 ух
у
z . 

Розглянемо систему двох рівнянь з двома невідомими: 








062
092

ху
ух

. 

Розв’язком цієї системи будуть числа 4х , 1у . Тобто критична 
точка має координати  1;40 М . 

Обчислимо частинні похідні другого порядку в точці М0: 

2)4;1(2

2

0





 Мх
zА ; 2)4;1(2

2

0





 Му
zС ; 1)4;1(

2

0





 Мух
zВ . 

Тоді: 3142  ВСА >0. Оскільки А>0, то існує мінімум функції 
в точці  1;40 М ,   11;4min  zz . 

 
Якщо для функції );( yxfz   в точці );( 00 yx виконується умова: 
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0

0

0),(

y
f
x
f

yxf

, то точка );( 00 yx називається особливою точкою.  

Якщо ця точка перетворює функцію в нуль, але на кривій не лежить, то 
вона називається ізольованою точкою. 

Умова 0),( yxf  фактично перетворює функцію двох змінних в 
функцію однієї змінної в неявному вигляді, а особливі точки знаходимо з 
наслідків теорії функцій двох змінних (неявна функція 0),( yxf  є 
частковим випадком функції двох змінних ),( yxfz  , коли 0z ). 

Приклад: дослідити функцію 0)2( 22  xxy . 
Функція має неявний вигляд, тобто 0z . 

)23)(2(1)2(2)2(1 2 

 xxxxx
x
z .    y

y
z 2

 . 

Розв’яжемо систему рівнянь: 

























































0
2

0
2
3
2
2
0

02
0)23)(2(
0)2( 22

y
x

y
x

x

x
x

y
xx

xxy
. 

Отримали особливу точку )0;2( . 
Важливими є задачі на умовний екстремум, коли шукається екстремум 

функції );( yxfz   за умови, що змінні х та у зв’язані рівнянням зв’язку 
0);( yx . Така задача зводиться на дослідження на безумовний екстремум 

функції Лагранжа  ,, yxL  . 
   yxухfL ,,  , де число λ називається множником Лагранжа. 

Після виключення λ досліджуємо на екстремум функцію Лагранжа, як 
функцію двох змінних  yxL , .  

Приклад: Дослідити на умовний екстремум функцію 22 ухz  , за умови 
1 ух . 

Розв’язання: Функція Лагранжа буде мати вигляд  
   1,, 22  yxyxyxL  . 
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Запишемо необхідні умови екстремуму: 

02 

 х

x
L ; 02 


 у

у
L ; 01


 yxL


. 

Звідки отримуємо 
2
1

х , 
2
1

у . Тобто критична точка має координати 









2
1;

2
1

0М , 1 . 

   1, 22  yxyxyxL .  
Тоді частинні похідні першого та другого порядку дорівнюють: 

12  xLx , 12  yLy , ALxx  2 , CLyy  2 , BLxy  0 . 

42  ВСА >0. Оскільки А>0, то існує мінімум функції: 

2
1

2
1;

2
1

min 





 zz . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Дослідити на екстремум функції двох змінних: 

8.81. ухухz 6040800 22  ; 
8.82. ухухz 10020250 22  ; 
8.83. ухухz 60801800 22  ; 
8.84. ухухz 100402100 22  ; 
8.85. ухухz 80401700 22  ; 
8.86. ухухz 80201500 22  ; 
8.87. ухухz 401002000 22  ; 

Дослідити на умовний екстремум:  

8.88. ухz  ; за умови 
2
111

22 
ух

; 

8.89. 
ух

z 11
 , за умови 2 ух ;  

8.90. 422  уххуухz , за умови 03  ух . 
Індивідуальне завдання 

Дослідити на екстремум функції двох змінних nуnхухnz 1010 22  . 

Запитання до розділу ІХ:  
1. Що таке функція декількох змінних? 
2. Що називається частинною похідною? 
3. Яка функція називається неперервною? 
4. Що таке частинний та повний приріст функції? 
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5. Що таке частинний та повний диференціал функції? 
6. Як знаходиться похідна складеної функції? 
7. Як знаходиться похідна неявної функції?  
8. Що називається похідною вищого порядку?  
9. Що таке мішана похідна?  
10.  Як знаходиться диференціал другого порядку?  
11.  Що таке максимум та мінімум функції двох змінних? 
12.  Що таке екстремуми? 
13.  Які точки називаються стаціонарними? 
14.  Яка достатня умова існування екстремуму? 
15.  Що таке особлива точка? 
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X. НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 
§1. Первісна та невизначений інтеграл 

З основ диференціального числення знаємо, що для відомої функції 
)(xfy  маємо похідну )(xfy  . Можемо поставити обернену задачу: для 

відомої похідної )(xf  знайти функцію f (x), від якої знайдена ця похідна. 
Така функція називається первісною.  

Озн: Знаходження функції  xF  по відомому її диференціалу 
   dxxfxdF  , тобто дія, обернена до диференціювання, називається 

інтегруванням, а шукана функція  xF  – первісною функцією від заданої 
функції  xf . 

Отже, якщо відома похідна )(' xf , то її первісна буде )(xf . Оскільки 
похідна від елементарної функції залежить від аргументу х, тобто похідна є 
функцією від аргументу х, то можемо саму похідну позначити через )(xf , а 
первісну − через )(xF . Тоді: 

)()('))'(( xfxFxF  , 
або в диференціальній формі  

.)()(')( dxxfdxxFxdF   
Наприклад, якщо ,sin xy   то .cos' xy   Тому xcos  є похідною, а xsin  − 

первісною. Аналогічно функція arctgx  буде первісною для функції 
21

1
x

. 

Озн. Дія знаходження первісної за відомою похідною називається 
інтегруванням. 

У геометричному змісті похідна – це тангенс кута нахилу дотичної, тому 
про первісну можемо говорити як про функцію, до якої в області завдання у 
будь-якій точці можемо побудувати дотичну. Це означає, що )(xf  повинна 
бути неперервною функцією, а сама первісна − гладенькою функцією (див. 
визначення гладенької функції). 

Функція xcos  є похідною від xsin . Але й від функції 3sin x  похідна 
також буде .cosx  Адже похідна від будь-якого числа дорівнює нулю. Таким 
чином бачимо, що можемо створити безліч функцій виду Cx sin  (С − стала 
величина), похідна від яких є .cosx  Виникає питання: чи не існують ще якісь 
функції, похідна від яких буде також дорівнювати ?cos x  Або взагалі скільки 
первісних (і які) існує для неперервної функції ?)(xf  Нехай крім первісної 

)(xF  існує ще одна первісна )(x , похідна від якої також дорівнює ).(xf  
Знайдемо різницю між ними, позначивши її через ).(xU  Маємо: 

)(xF  )(x ).(xU  
Похідна від )(xU  буде:  

).(')(')(' xUxxF   
Але за умовою )()(' xfxF   і ),()(' xfx   тому:  
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.0)()()('  xfxfxU  
Отже, 0)(' xU . Це означає, що CxU )(  (похідна від сталої завжди 

дорівнює нулю). Таким чином, для функції )(xf  її первісні )(xF  та )(x  
відрізняються між собою тільки на число, тобто:  

.)()( CxFx   
Висновок. Для будь-якої похідної існує безліч первісних, але всі вони 

відрізняються тільки на число. Тому можемо в цілому сказати: для функції 
)(xf  існує первісна .)( CxF   У вигляді математичної формули це записується 

так: 
  .)()( CxFdxxf                                        (10.1) 

Символ  dxxf )(  (читається: інтеграл від еф від ікс деікс) ввів Г. Лейбніц 
як поняття граничної суми. Розташована під знаком інтеграла функція 
називається підінтегральною функцією. З рівності  (10.1) маємо:  

 )()( xFxf  )()( xdFdxxf  )(xdF )(xF   )(')( xfdxxf  .  
Озн. 2: Загальний вираз   СxF   сукупності всіх первісних від функцій 

 xf  називається невизначеним інтегралом від цієї функції і позначається: 
     CxFdxxf .                                                 (10.2) 

Щоб переконатися в правильності проведеного інтегрування, необхідно 
знайти похідну від отриманої первісної і впевнитись в тому, що вона 
співпадає з підінтегральною функцією. 

Залежно від підінтегральної функції використовують ті чи інші методи 
знаходження первісної, які називають методами інтегрування, але всі вони у 
кінцевому результаті зводяться до знаходження наступних елементарних 
інтегралів, які необхідно запам’ятати: 

Запишемо основні формули інтегрування:  

1.   Cxdx  2.  





;
1

1

C
n
xdxx

n
n )1( n  

3.   Cx
x

dx ln  4.   C
a

adxa
x

x

ln
 

5.   Cedxe xx  6.   Cxxdx cossin  

7.   Cxxdx sincos  8.   Cctgx
x

dx
2sin

 

9.   Ctgx
x

dx
2cos

 10.  


C
а
хarctg

аxа
dx 1

22
 

11.  


C
a
x

xa
dx arcsin

2
 12.  


Caxv

ax
dx 22

22
ln  

13.  






C
аx
aх

аах
dx ln

2
1

22
 14.  







C
хa
хa

аxa
dx ln

2
1

22
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Властивості невизначеного інтеграла: 

1.     xfdxxf x 


 ; 

2.      CxFdxxF ; 
3.      dxxfkdxxkf , тобто сталий множник можна винести за знак 

інтеграла. 
4.             dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf   321321 , тобто інтеграл 

від алгебраїчної суми дорівнює алгебраїчній сумі всіх доданків. 

5.      bkxF
k

dxbkxf 1 . 

Приклад:  Обчислити невизначений інтеграл dx
xx

x )
1

47( 2
2


 . 

    








 dx
x

dx
x

dxxdx
x

dx
x

dxxdx
xx

x 2
2

2
2

2
2

1
1417

1
47)

1
47(  

 

CarctgxxxCarctgxCxCx
 4ln7

3
4ln7

3

3

321

3

. 

З цього прикладу робимо висновок: якщо маємо суму інтегралів, то 
немає ніякого сенсу після кожного обчисленого інтеграла писати сталу, її 
пишуть після обчислення всіх інтегралів. 

 
§ 2. Найпростіші методи інтегрування 

а) Метод безпосереднього інтегрування. 
Даний метод полягає в тому, що для знаходження інтеграла ми 

безпосередньо користуємося формулами інтегрування. 
Приклад: Знайти невизначені інтеграли:   

а)  dxххх 12
4
15 43  ; б) dx

x
xx )7( 3

3 5  ; 

Розв’язання: Для знаходження невизначеного інтегралу користуємося 
таблицею інтегралів. 

а)       dxxdxdxxdxхdxххх 2
4
1512

4
15 4343  

  СххххСхххх 











2
54111413

204
5

11
2

14413
5 . 

 

б) dxxdx
x

dxxdxxdx
x

xx  2
1

3
3 5

3
3 5 7)7(    dxxdxx 33

5

7  























 Cxxxdxxхх
13

7
1

3
51

2
17

1
3
51

2
1

1313
512

1

3

1
3
51

2
1



3
8

2
3

3
8

2
3

xx






Cx
2

7
2
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.1
2
7

8
3

3
2

2
7

2
3 83

2

C
x

xxCx







 

б) Метод заміни змінної (підстановки). 
Якщо заданий інтеграл   dxxf  не може бути знайдений безпосередньо 

за основними формулами, то введенням нової незалежної змінної в багатьох 
випадках вдається перетворити підінтегральний вираз   dxxf  в легко 
інтегрований. При цьому інтеграл зводиться до табличного або до такого, 
спосіб обчислення якого відомо. Заміна змінної інтегрування і складає суть 
методу, що називається методом підстановки. 

Приклад: Знайти невизначені інтеграли:   

а)   dxx )49cos( ; б)  dх
x
xln ; 

Розв’язання: 

а) 






  Ctdttdtt
dtdx
dtdx

tx
dxx sin

9
1cos

9
1

9
1cos

9
1

9
49

)49cos(

.)49sin(
9
1 Cx   

б) .ln
2
1

2
1lnln 22 CxCtdttdt

x
dxtxdx

x
x

   

в) Інтегрування частинами. 
Із формули диференціала добутку   udvduvuvd   інтегруванням обох 

частин рівності одержується формула інтегрування частинами:  
  vduuvudv .                                                (10.3) 

За цією формулою знаходження інтеграла udv  зводиться до 
знаходження іншого інтеграла  vdu . Застосовувати цю формулу зручно у тих 
випадках, коли   vdu  буде легко знаходитися. Для застосування формули 
інтегрування частинами необхідно підінтегральний вираз представити у 
вигляді добутку двох співмножників u  та dv . За dv  завжди вибирають такий 
вираз, що містить dх , із якого інтегруванням можна знайти v . За u  в 
більшості випадків приймається функція, яка за диференціювання 
спрощується.   

Приклад: Знайти невизначений інтеграл dxx ln .   




  Cdxxxdx
x

xxx
vxdvdx

du
x

dxuxdxx ln1ln
;

;lnln

.ln Cxxx   
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти невизначені інтеграли: 

9.1. dx
х

хх )3210( 2  ; 9.2. dxxх )cos
7
110(  ; 

9.3. dxxх )cos5
5
1(  ; 9.4. dx

х
хх )310( 5  ; 

9.5.  dxхх 2
6
12 67  ; 9.6.  dxхх 274 2  ; 

9.7. dx
х

хх )543( 2  ; 9.8. dxxхх )sin1210( 4  ; 

9.9. dx
х

хх )124( 23  ; 9.10. dx
х

хх )43
3
1( 2  ; 

9.11. dx
x

x )1(
4 11

4  ; 9.12. dx
x

x )617(
9 5

2  ; 

9.13. dx
x

x )1(
4 5

3  ; 9.14. dx
x

x )1(
4 7

7  ; 

9.15. dx
x

x )1(
7 12

9  ; 9.16. dx
x

x )1(
5 6

3  ; 

9.17. dx
x

x )1(
6 5

11  ; 9.18.  dx
х

х 123 4
3 2  ; 

9.19.  dx
х

х 2
3
14 3

7 8  ; 9.20. dxх
x

x )21(
3 2

7  . 

Знайти невизначені інтеграли, користуючись заміною змінних: 

9.21.  dxx 14cos ; 9.22.   х
dx

31
; 

9.23. dxе
х46

 ; 9.24. 


dx
х 1
44 ; 

9.25.    x
dx

43sin 2 ; 9.26. 
   143 2x

dx ; 

9.27.  dxхosс 38  ; 9.28. 
 291 х
dx ; 

9.29. 
3

sin 2 х
dx ; 9.30.   х

dx
83

; 

9.31. dx
х

х
 15

4

; 9.32. dx
е

е
х

х

 12 ; 

9.33. dxхх  432 ; 9.34. dx
xx ln

1 ; 
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9.35. dx
е

е
х

х

 1
; 9.36. dx

x
x


2ln ; 

9.37. dx
xx 2ln

1 ; 9.38. dx
х

х
 14

3

; 

9.39. dx
е
е
х

х


1

; 9.40.  dх
x
xln . 

Знайти невизначені інтеграли, користуючись формулою інтегрування 
частинами. 

9.41. dxхе
х

 ; 9.42. dxxх ln2 ; 

9.43.   osхdxсх  2 ; 9.44.  sіnхdxх 6 ; 

9.45.  xdхx ln ; 9.46. dx
х

x
 2

ln ; 

9.47. dx
x

x
 2sin

; 9.48. osхsхсх 2 ; 

9.49.   dxех х223  ; 9.50.   хdxsііх 54 2
  . 

Індивідуальне завдання 
Знайти невизначені інтеграли: 

а) dx
х
nхх n

nn )25( 1   ; б) dxnх
x

nx
n

n )1(
3 3





 ; 

в)  
  


1

1
n nx

dxn ; г)   dxеxn n
x

  2 . 

де n – номер студента за списком. 
 

§ 3. Інтеграли, що зводяться самі до себе 
Зустрічаються такі інтеграли, для яких застосування формули 

інтегрування ”частинами” призводить до того, що інтеграл у правій частині 
формули відрізняється від інтеграла у лівій частині лише множником, тобто у 
формулі   vduuvudv  маємо:   udvkvdu . Тому:  

  .udvkuvudv  
Вводячи заміну   ,Iudv отримаємо формулу:  

C
k

uvIkIuvI 



1

. 

Число k  − залежить від підінтегральної функції і може бути як 
додатним, так і від’ємним. Число С у формулі дописане згідно з поняттям 
невизначеного інтеграла. 

Приклад: Обчислити   .sin dxxex   
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В добутку функцій зв’язок через похідну відсутній (похідна від xex sin  
та  похідна  від  )sin xex  ,  тому  використовуємо  формулу  інтегрування 
„частинами”. 

.cossin
;

cos;sin
sin  




 dxxexe
vedvdxe

dudxxux
dxxeI xx

xx
x  

Але у цьому інтегралі також є добуток незв’язаних через похідну 
функцій, тому до нього застосовуємо формулу інтегрування ”частинами”. 
Отже, будемо мати: 





  xe
vedvdxe
dxxux

dxxexeI x
xx

xx sin
;
sin;cos

cossin xe x cos(

  dxxexexedxxe xxxx sincossin))sin( .)cos(sin Ixxe x   

Одержали:  )cos(sin2)cos(sin xxeIIxxeI xx .
2

)cos(sin xxeI
x 

   

Інтеграл невизначений, тому: 

.
2

)cos(sinsin Cxxedxxe
x

x 


  

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти невизначені інтеграли: 
9.51.  dxxe x 3cos2 ; 9.52.  dxxe x 2sin3 ; 
9.53.  dxxe x 4sin5 ; 9.54.  dxxe x 3cos4 ; 
9.55.  dxxx 7cos53 ; 9.56.  dxxx 3sin3 ; 
9.57.   dxxe x 3sin3 ; 9.58.   dxxe x 5cos4 ; 
9.59.   dxxe x 2cos ; 9.60.   dxxex )23sin( . 

Індивідуальне завдання 

Знайти невизначений інтеграл: dxеnx n
x

 cos  
де n – номер студента за списком. 
 

§4. Інтегрування правильного алгебраїчного дробу 

Алгебраїчний раціональний дріб − це дріб виду 
)(
)(

xS
xR

m

n , де )(xRn  і )(xSm  

є многочленами виду:  
01

1
1 ...)( AxAxAxAxR n

n
n

nn  
  і 

)(xSm
m

m xB .... 01
1

1 BxBxB m
m  
  

В цих многочленах степені n  та m  − цілі числа. Якщо ,mn   то дріб 
буде правильним, а якщо ,mn   то неправильним. Якщо дріб неправильний, 
то шляхом ділення чисельника на знаменник виділяємо цілу частину і 
отримуємо правильний дріб (наприклад, для числового дробу 
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3
25

3
215

3
17




 ). Для неправильного функціонального дробу після ділення 

одержимо:  

,
)(
)()(

)(
)(

xS
xWxP

xS
xR

m

k
mn

m

n                                  (10.4) 

де )(xP mn  та )(xWk  − правильні многочлени. Таким чином, інтегрування 
неправильного  дробу  зводиться до  інтегрування  многочлена  )(xP mn   та 

правильного дробу .
)(
)(

xS
xW

m

k  

Приклад: Виділити цілу частину з неправильного алгебраїчного дробу  

.
82

12103
2

234




xx
xxxx   

Ділимо чисельник на знаменник: 
12103 234  xxxx              822  xx   

 234 82 xxx                             72  xx  
                 xxx 105 23   
                 xxx 82 23   
                         1227 2  xx  
                         56147 2  xx  
                                      4412 x   

Отже, .
82

44127
82

12193
2

2
2

234








xx

xxx
xx

xxxx   

Приклад: Обчислити .
82

12103
2

234

dx
xx

xxxxI  


  

Підінтегральна функція є попереднім дробом, тому можемо записати: 










  dx
xx

xxxdx
xx

xxxxI )
82

44127(
82

12103
2

2
2

234

dx
xx

xxxxdx
xx

xdxxx   








82
44127

2382
4412)7( 2

23

2
2  .   

Останній інтеграл − інтеграл від правильного алгебраїчного дробу, який 
ще треба навчитись обчислювати. Тому до цього інтеграла повернемося дещо 
пізніше. 

Згідно з основною теоремою алгебри будь-який многочлен степеня n  
може бути розкладеним на лінійні та квадратичні множники, тобто:  

...,)(...)()()( 2  qpxxbxaxxSm
                        (10.5) 

де   і   −  натуральні числа, що вказують на кратність коренів a  та b . 
Квадратичні вирази виду qpxx 2  на множники не розкладаються 

(дискримінант від’ємний). Після проведеного розкладання правильний дріб 
буде мати вигляд:  
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)(
)(

xS
xW

m

k

...)(...)()(
)(

2 


qpxxbxax
xWk


. 

Знаменник дробу – добуток функцій, що свідчить про те, що цей 
правильний дріб одержаний в результаті додавання декількох дробів, кожен з 
яких є правильним дробом, тобто отримаємо:  










...
)(
)(

)(
)(

...)(...)()(
)( 21

2  bx
xf

ax
xf

qpxxbxax
xWk  

...)(
2 




qpxx
xf i  (наприклад, )

105
71

753
71

7
1

5
1

3
1




 .                                 (10.6) 

Наголошуємо, що дріб правильний, тобто менший від одиниці, тому 
дроби, які в сумі утворюють заданий дріб як складові частини, також 
правильні дроби (кожен з них менший від одиниці). 

Розглянемо дріб .
)(
)(1
ax

xf


  

Цей дріб можемо розкласти на складові частини (нагадуємо, що 

3321 2
7

2
1

2
1

2
1

 ). 

Його чисельник є многочленом степеня, що не перевершує число )1(   
(дріб правильний), тому можемо його записати у вигляді:  

01
2

2
1

11 ...)( AxAxAxAxf  









 . 

Якщо застосувати заміну ,)( aaxx   то отримаємо:  
1

11 )()( 
  

 axCxf 01
2

2 )(...)( CaxCxC  



 , де коефіцієнти kC

складені з коефіцієнтів від 0A  до 1A . Тоді: 























 )(
)(...)()(

)(
)( 01

2
2

1
11

ax
CaxCaxCaxC

ax
xf

...
)( 2

21 







ax
C

ax
C 

 )()(
... 0

1
1

ax
C

ax
C








 

Таким чином, правильний дріб виду 
)(

)(1

ax
xf


 розкладається на суму 

дробів, чисельники яких – числа. Аналогічно розкладається дріб 
)(

)(2

bx
xf


.  

Розглянемо правильний дріб 
qpxx

xfi

2

)( , чисельник якого – многочлен 

виду BAx   (степінь чисельника обов’язково менший степеня знаменника не 
менше, ніж на одиницю).  

Враховуючи, що інтеграл від суми функцій дорівнює сумі інтегралів від 
кожної з них, розкладання правильного дробу на складові приводить до 
знаходження наступних інтегралів: 
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1) ;  ax
kdx      2) ;

)( 


nax
dxk          3)  

 dx
qpxx

BAx
2

. 

Відомо, що  

 


ax
dxk =  







Ctk
t
dtk

dtdx
tax

ax
dxk ln Caxk  )ln(  . 

Також відомо  








  dttk

dtdx
tax

dxaxk
ax

dxk
ax
dxk nn

nn )(
)()(

  












C
n
axkC

n
tk

nn

1
)(

1

11

C
axn

k
n





 1)(

1
1

. 

Розглянемо .2 dx
qpxx

BAx
 

  Відомо, що  x
dx .ln Cx    

Тоді: 



  Ct
t
dt

dtdxxf
txf

dx
xf
xf ln

)('
)(

)(
)(' )(ln xf .C  

З наведеного інтегралу робимо висновок: якщо підінтегральна функція є 
дробом, чисельник якого – похідна від знаменника, то такий інтеграл завжди 
буде дорівнювати натуральному логарифму знаменника.  

Тому, якщо  BAx ,)'( 2 qpxx   то:  









 dx

qpxx
qpxxdx

qpxx
BAx

2

2

2

)'( Cqpxx  )ln( 2 . 

Будь-яка зміна числа A  може призвести до появи деякого множника 
перед інтегралом, але якщо 0A , то Aqpxx  )( 2 .  

Отже: 



 dx

qpxx
BAx

2
Cqpxx  )ln( 2 , якщо )( 2  qpxxBAx .  

Розглянемо  


 qpxx
dxBdx

qpxx
B

22
. 

Згадуємо, що підінтегральний квадратичний вираз на множники не 
розкладається. В таких випадках необхідно у квадратичному виразі виділити 
повний квадрат. Розглянемо на прикладі. 

Приклад:  Обчислити інтеграл, виділивши повний квадрат у знаменнику: 

а)   842 хх
dx ; б) 

 2962 хх
dx . 

Розв’язання: 

а)   842 хх
dx . 

    2222222 22428222284  хххххх . Тоді: 

 
Схarctg

х
dх

хх
dx








  2

2
2
1

2284 222 . 



196 
 

б) 
 2962 хх

dx . 

        313211323269962 2222 ххххххх
 22

133  х . Тоді: 

 
Схarcsіn

х

dx
хх

dx









 3

13
3
1

133962 222
. 

Розглянемо загальний приклад:  
 .

)22()1(
2422

22

234

dx
xxxx

xxxx  

Підінтегральна функція − правильний алгебраїчний дріб, у якому 
чисельник є многочленом четвертого степеня, а знаменник − п’ятого степеня. 
Тому розкладемо дріб на суму більш простих дробів:  

1)22()1(
2422

22

234







x
B

x
A

xxxx
xxxx

22)1( 22 






xx
EDx

x
C .             

У цьому виразі невідомі коефіцієнти такі, що рівняння задовольняється 
за будь-яких значеннь x . Тому цей вираз є тотожністю.  

Але  











22)1(1 22 xx
EDx

x
C

x
B

x
A                                                        (*) 

           
 22)1(

122221221
22

22222





ххxх

хЕDххххCххххВххххА  

Знаменники й чисельники тотожностей рівні. Тому:  
 222234 )(1()22()1(2422 xxBxxxxAxxxx  )22x  

 )12()1()()22( 222 xxAxxEDxxxCx  )22( 2 xx  
22322 ()22()22)(( DxxxxCxxxxB   )12)( 2 xxEx  

 )2()( 34 EDCBxDBAx  )22(2 ECADx  
34 222)222( xxAECBAx  .24 2  xx  

 З тотожності випливає, що при невідомих з однаковими степенями 
знаходяться однакові коефіцієнти. Порівняння коефіцієнтів дає можливість 
записати систему лінійних рівнянь: 












































122
522

22
1

1

22
1222
422

22
2

ECB
EDC

EDCB
DB

A

A
ECBA

EDCA
EDCB

DBA

.  

Розв’яжемо систему за правилом Крамера: 

.1;1;1;0
25
0;1 
















 EDCB EDCBA  

Підставляючи отримані значення коефіцієнтів у рівняння (*), одержимо:  
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.
22

1
)1(

1
1

01
)22()1(
2422

2222

234














xx
x

xxxxxxx
xxxx   

Тоді:  













 dx
xx

x
xx

dx
xxxx

xxxx )
22

1
)1(

11(
)22()1(
2422

2222

234

 

.
22

)1(
1

11
22

1
)1(

11
222    














xx
dxx

xx
dx

xx
xdx

x
dx

x
  

Обчислимо останній інтеграл окремо. Похідна від знаменника дорівнює 
),1(222  xx  тому чисельник запишемо у вигляді: 2)1(1  xx . 

Одержимо:  

















  22

2
22

1
22
2)1(

22
1

2222 xx
dxdx

xx
xdx

xx
xdx

xx
x  











   2

2
22 )1(1

2)22ln(
2
1

1)1(
2

22
)1(2

2
1

x
dxxx

x
dxdx

xx
x  

.)1(2)22ln(
2
1 2 Cxarctgxx    

Остаточно маємо:  








 )22ln(
2
1

1
1ln

)22()1(
2422 2

22

234

xx
x

xdx
xxxx

xxxx .)1(2 Cxarctg    

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти невизначені інтеграли: 

9.61.   1072 хх
dx ; 9.62.   544 2 хх

dx ; 

9.63.   469 2 хх
dx ; 9.64. dx

хх
х

 


544
14

2 ; 

9.65. dx
хх

х
 


127

2
2 ; 9.66. 

 234 хх
dx ; 

9.67. 
 2962 хх

dx ; 9.68. dx
хх

х





22
13

2
. 

9.69.   dx
хх

х
 


21

75 ; 9.70.   dx
хх
х

 


35
21 ; 

9.71.   dx
хх

х
 


2312

1317 ; 9.72.   dx
хх

х
 


2312

3  

9.73. dx
хх

х
 


2

43 ; 9.74. dx
хх

х
 


56

9
2 ; 

9.75.    dx
ххх

х
 


321

1814 ; 9.76.   dx
хх
хх

 


34
852

; 
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9.77.   dx
хх

хх
 


15

142 2

; 9.78.   dx
хх

хх
 


2

42 2

. 

Індивідуальне завдання 
Знайти невизначені інтеграли: 

а)   nnхх
dx

22 ; б)   dx
nхnх

nх
 


2

5 ; 

де n – номер студента за списком. 
 

§5. Інтегрування деяких тригонометричних виразів 
Інтеграли виду lxdxkx cossin , lxdxkxsinsin , lxdxkx coscos : 
Інтеграли виду lxdxkx cossin , lxdxkxsinsin , lxdxkx coscos , де l та k 

дійсні числа, kl  , знаходяться за допомогою формул: 

                         xlkxlklxdxkx  sinsin
2
1cossin , 

    xlkxlklxdxkx  coscos
2
1sinsin ,                            (10.7) 

                     lxdxkx coscos      xlkxlk  coscos
2
1               

Приклад: Знайти невизначений інтеграл xdxx 7cos3sin . 

       dххsіnхsіnхdхxcоssіn 7373
2
173     dххsіnхsіn 104

2
1  

   Схcоsхcоsdххsіnхdхsіn 10
10
1

2
14

4
1

2
1104

2
1

Сxx


10
10cos

8
4cos  . 

Інтеграли виду dxxxR )cos,(sin : 
Розглянемо інтеграли виду dxxxR )cos,(sin . Даний запис означає, що 

над синусом і косинусом проводяться тільки раціональні операції: додавання 
та віднімання, множення на сталі величини, піднесення до цілого степеня, 
ділення. Іншими словами, під символом dxxxR )cos(sin  розуміють інтеграл 
від раціональної функції синуса та косинуса. 

Такі інтеграли приводяться до інтегралів від інтегральної функції нового 

аргументу t підстановкою, яку називають універсальною:
2
хtgt  , тоді 

21
2

t
tsіnх


 , 2

2

1
1

t
tсоsх




 ; 21
2

t
dtdх


 .                                     (10.8) 

Приклад:  Знайти невизначений інтеграл:   cоsхsіnх
dx

2
 



199 
 

Використаємо універсальну тригонометричну підстановку 
2
хtgt  . Тоді: 










 

2

2

2 1
1

1
22

1
2

2
t
t

t
t

t
dx

cоsхsіnх
dx

 











  52
2

14
2

1
14

1
2

22

2

2 t
dt

tt
dt

t
tt

t
dx

 





 Схtg

хtg

52
2

52
2ln

52
12 Схtg

хtg






52
2

52
2ln

5
1 . 

Інтеграли виду xdxx nm cossin : 
Нехай хоча б один з показників степеня є непарне число. Нехай 

12  kn . В такому випадку підінтегральний вираз можна перетворити так: 
  xdxxxxdxxxdxxxdxx kmkmkmnm cossin1sincossincossincossin 2212   .  

Застосовуємо підстановку ux sin , duxdx cos . Тоді питання 
зводиться до інтегрування суми степеневих функцій. 

Приклад: Знайти невизначений інтеграл:  
  xdxxxxdxx 2223 cossinsincossin    xdxxx 22 coscos1sin  

  xxd coscos   Cxxxxd   5
cos

2
coscoscos

52
4 . 

Якщо ж обидва показники степеня парні числа, то користуються 
тригонометричними формулами пониження степеня: 

 xx 2cos1
2
1sin 2  ;  xx 2cos1

2
1cos2                           (10.9) 

Приклад:  Знайти невизначений інтеграл:  

 dxx4sin      xdxxdxdxdxx 2cos
4
12cos

4
1

4
12cos1

4
1 222  

  


 dxxxx 4cos1
2
1

4
12sin

24
1

4
1 Cxxxx  4sin

32
1

8
12sin

8
1

4
1 . 

Інтеграли виду dxxxR )cos,(sin 22 : 
При розв’язуванні інтегралів виду dxxxR )cos,(sin 22  необхідно 

застосовувати підстановку: 

tgхz  , 2

2
2

1 z
zхsіn


 , 2
2

1
1
z

хсоs


 ; 21 z
dzdх


 .                       (10.10) 

Приклад:  Знайти невизначений інтеграл:   cоsххsіn
dx

354 2 . 

Використаємо підстановку tgхz  . Тоді: 
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22

2

2

22

1
13

1
54

1
354

zz
z

z
dz

хcоsхsіn
dx

 








19

1
5344

1
2

2

22

2

z
dz

z
zz

z
dz

 

  CtgxarctgCzarctr  3
3
13

3
1 . 

Інтеграли виду dxctgxtgxR ),( : 
Даний інтеграл розв’язується за допомогою підстановки: 

tgхz  , сtgх
z


1 , 21 z
dzdх


 .                                        (10.11) 

і зводиться до інтегралу від дробово-раціональної функції.  
Приклад:  Знайти невизначений інтеграл  xtg 2 .

CxtgxCarctgzz
z

dzdzdz
z

z
z

dzzxtg 









  22

2

2
22

11
11

1
. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти невизначені інтеграли: 

9.79. dххxsіnsіn
3

22 ; 9.80. dххxсоssіn 26 ; 

9.81. dххсоsхсоs 32
; 9.82. хdхxsіnsіn 53 ; 

9.83. хdхxsіnsіn 25 ; 9.84. dхххсоsсоs 25 ; 
9.85. dхххсоssіn 52 ; 9.86. dххсоsхсоs 3 ; 

9.87.  sіnх
dx ; 9.88.   sіnх

dx
45

; 

9.89.   cоsх
dx
32

; 9.90.   123 cоsхsіnх
dx ; 

9.91.   cоsх
dx

1
; 9.92.   sіnх

dx
2

; 

9.93. dхxsіn 22 ; 9.94. dххсоs 42 ; 
9.95. dххсоs 4 ; 9.96. dхxsіn 23 ; 

9.97. dххсоs 5 ; 9.98. dх
хsіn
хсоs

 4

3

; 

6.99. dх
хсоs
хsіn

 2

3

; 9.100. dххxсоssіn 34 ; 

6.101. dххxсоssіn 33 ; 9.102. хdхxсоssіn 45 . 
Індивідуальне завдання 

Знайти невизначені інтеграли: 
а)    хdхnxsіnnsіn 31  ; б) хdхxсоssіn nn 1 ; 
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де n – номер студента за списком. 
Запитання до розділу Х 

1.  Що таке первісна? 
2.  Що таке невизначений інтеграл? 
3.  Властивості невизначеного інтеграла. 
4.  Що таке підінтегральна функція? 
5.  До яких функцій застосовують метод безпосереднього інтегрування? 
6.  Які функції інтегрують методом заміни змінних? 
7.  Що таке формула інтегрування „частинами”? 
8.  В яких випадках використовують формулу інтегрування „по частинах”? 
9.  Як виділити цілу частину з неправильного дробу? 
10.Як розкласти правильний дріб на доданки? 
11.Що таке ”повний квадрат” і як він виділяється з квадратичного виразу? 
12.Як інтегрується добуток функцій синуса та косинуса? 
13.Як інтегруються функції тангенса та котангенса? 
14.Що таке інтеграл, який зводиться сам до себе? 
15.Що таке ”універсальна заміна” при інтегруванні тригонометричних 

функцій? 
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XІ. ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

§1. Поняття визначеного інтеграла та його обчиcлення 

Розглянемо деяку неперервну функцію )(xfy  , що задана і обмежена на 
інтервалі ];[ ba  (рис.10.1). 

Функція разом з прямими ax  , 
bx   та віссю ОХ утворює плоску 

фігуру, яка називається криволінійною 
трапецією. За обчислення площі цієї 
криволінійної трапеції виникають 
певні труднощі. Якщо АВ − пряма, то 
фігура утворює звичайну прямолінійну       

   у                                                    B 
             y=f(x) 
                             C 
 
 A 
 
    a                                                     b    х 
                            Рис. 11.1. 

трапецію з відомою формулою для обчислення її площі: )(
2

21 abyyS 


 .  

Застосування цієї формули до криволінійної трапеції призводить до великої 
помилки (відходить площа над відрізком АС і додається площа під відрізком 
СD, хоч ці площі нерівні між собою). 

Для зменшення величини помилки 
розіб’ємо відрізок )( ab   на частини 
(рис. 10.2) і отримаємо декілька 
криволінійних трапецій. В кожній з 
них кривизна функції завдяки малій 
величині відрізка кривої буде   

   у                                                         B 
             y=f(x) 
                             C 
 
 A 
 
    a                                                     b    х 
                            Рис. 11.2. 

незначною, тому сам відрізок кривої буде дещо відрізнятись від прямої. Тому 
площа кожної криволінійної трапеції відрізнятиметься від відповідної площі 
прямолінійної трапеції, а сума площ утворює загальну площу всієї криволінійної 
трапеції. Чим на більшу кількість частин розбити відрізок ),( ab  тим точніше 
визначиться площа.   

Якщо відрізок )( ab   розбити на велику кількість частин, то відстань між 
двома найближчими значеннями ii xxx  1  для деякої елементарної площі iS  
буде настільки малою, що різниця між значеннями функції буде несуттєвою, а 
сам відрізок кривої мало відрізнятиметься від прямокутника. Основу 
прямокутника становитиме відрізок ,x  а висоту − відрізок )( ixf , як значення 

функції в точці ix . Тому:  
xxfS ii  )( . 

Сума всіх площ утворює площу криволінійної трапеції, тобто: 
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n

i
i xxfS

1
)( . 

Ця сума носить назву інтегральної суми Рімана. Абсолютно точне значення 
площі криволінійної трапеції отримаємо, якщо розбити всю площу на безліч 
частин, тобто коли n , при цьому 0x . Отже, маємо формулу: 

xxfS
n

i
i

x
y

 



10

)(lim . 

Озн. Граничне значення інтегральної суми Рімана xxfS
n

i
i

x
y

 



10

)(lim

називається визначеним інтегралом і позначається символом 
b

a

dxxf .)(   

Отже:                                              
b

a

dxxfS )( .                                       (11.1) 

За геометричним змістом визначений інтеграл є площею криволінійної 
трапеції, обмеженої знизу віссю ОХ, справа та зліва − прямими ax   та bx  , а 
зверху − неперервною, невід’ємною та скінченною функцією. Саме тому 
введений Г. Лейбніцем значок інтеграла є стилізацією букви S як площі фігури 
(читається: інтеграл від а до бе від еф від ікс деікс). Визначений інтеграл як 
площа завжди є додатним числом. 

Властивості визначеного інтегралу: 
1. Якщо точка b  наближається до точки a , то площа криволінійної трапеції 

зменшується, наближаючись до нуля. Тому  
a

a

dxxf ,0)(  тобто визначений 

інтеграл з однаковими верхньою та нижньою границями 
завжди дорівнює нулю. 

2. Якщо по осі абсцис замість змінної x  ввести змінну t  і мати вісь Ot  та 
функцію ),(tfy   то величина площі при цьому не зміниться, тобто: 

 
b

a

b

a

dttfdxxf .)()(  

3.  
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . Заміна місцями в інтегралі верхньої та нижньої 

границь (операція називається зміною порядку інтегрування) змінює знак 
інтеграла:  

 
b

a

dxxf )( ).()()();()( bFaFdxxfaFbF
a

b
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4. Якщо а<с<b, то   
b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf )()()( . За формулою Ньютона − 

Лейбніца ).()()()()()()()( aFbFcFbFaFcFaFbF   
5. Визначений інтеграл суми двох функцій дорівнює сумі інтегралів цих 

функцій з тими ж межами:   
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf )()())()(( 2121 . 

6. Сталий множник можна винести за знак інтеграла, як і в невизначеному 

інтегралі:  
b

a

b

a

dxxfkdxxfk )()( . 

З рис. 10.3. видно, що величина площі криволінійної трапеції буде 
змінюватись, якщо змінювати на осі ОХ положення точок a  і .b  Так: 


b

a

dxxfS )( .)(
1

1
1 

b

a

dxxfS  Отже, величина площі змінюється як зі зміною 

положення точки  ,a   так і зі зміною положення точки  .b  Тому можемо 
стверджувати, що площа як визначений інтеграл є функцією обох границь: 
верхньої та нижньої. Отже: ).;( baSS                                    

Якщо положення точки a  не 
змінювати, а змінювати тільки 
положення точки ,b  то площа буде 
залежати тільки від зміни положення 
точки ,b  тобто ).(bSS   

Таким чином:  

 
b

a

dxxfbS )()( 
b

a

dttf )( . 

Враховуючи, що b  − величина 
змінна, введемо заміну .xb    

 
у                                                         B        
             A1                    y=f(x)      B1 
 
      A 
 
 
 
 
 
 0      a      a1                            b1      b      x 
                           Рис.11.3. 

Тоді отримаємо:    
x

a

dttfxS .)()(  

Відмітимо, що площа криволінійної трапеції )(xS  буде зростати, якщо 
аргумент зростає. Якщо  x  отримає приріст ,x  то площа )(xS  отримає приріст 

.S  Завдяки малості x  значення функції в точках х та xx   практично 
співпадають, тому вважаємо, що площа S  утворена прямокутником, тобто 

.)( xxfS   Звідси: )(xf .lim)(
0 x

Sxf
x
S

x 









  

Але за визначенням похідної функції: )(' xS  .lim
0 x

S
x 
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Теорема Барроу: Похідна від визначеного інтеграла, як функції його 
верхньої границі дорівнює самій підінтегральній функції, тобто )()(' xfxS  . 

За введеними позначеннями 
x

a

dttfxS )()( , 
b

a

dttfbS )()(  і )(aS  


a

a

dttf .)(  Але 0)( aS . 

Таким чином, можемо записати:  


b

a

dxxf )( ).()(0)()()( aSbSbSbSdttf
b

a

   

Але згідно з теоремою Барроу підінтегральна функція )(xf  є похідною від 
),(xS  тобто )(xS  є одна зі всіх можливих первісних (див. поняття визначеного 

інтеграла), а саме та з них, яка в точці x  дорівнює нулю. Отже, )(xS  ─ первісна. 
Відомо, що всі первісні відрізняються між собою тільки на сталу, тобто 

.)()( CxFxS   Якщо відомі методи інтегрування дають можливість знайти 
деяку первісну ),(xF  то вона буде відрізнятись від необхідної первісної )(xS  
лише на число: )(bS CaFaSCbF  )()(;)( , тобто:  

 )()()()( bFaSbSdxxf
b

a

),()()( aFbFCaFC   де ,0)( aF  і ab  .  

Отже, одержали формулу:  
b

a

aFbFdxxf ).()()(  Ця формула називається 

формулою Ньютона-Лейбніца. 
Відмітимо, щоб обчислити визначений інтеграл, треба, не звертаючи уваги 

на межі інтегрування, обчислити невизначений інтеграл  dxxf )( ,)( CxF   

після чого обчислити значення первісної в точках bx   та ax   і знайти 
різницю між ними ).()( aFbF   Виходячи з цього, можемо формулу Ньютона-
Лейбніца записати у вигляді: 

                                )()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a
 .                               (11.2) 

Приклад: Знайти інтеграли: 

а) 
 

7

1 43х
dх ; б) 



5

2
245 хх

dх ; 

в)  

2

0 2



соsх
dх ; г) rсsіnхdха

1

0

. 

Розв’язання: 
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а)      
3
22125

3
243

3
2

1
2
1

43
3
143

43 1

77

1 1

71
2
1

7

1







  




 ххdxх

х
dх ; 

б)   2
01

3
2

2945 2

55

2
2

5

2
2











 аrсsіnаrсsіnхаrсsіn

х
dx

хх
dх ; 

в) Скористаємося універсальною тригонометричною підстановкою tgxt  . 

Знайдемо 2

2

1
1

t
tсоsх




 ; 21
2

t
dtdх


  і нові межі інтегрування 01 t  за 01 х , та 

12 t  за 
22


х . Тоді:  

3
2

33
2

3
2

1
12

1
2

2 0

11

0
2

1

0
2

2

22

0










 

tаrсtg
t

dt

t
t

t
dt

соsх
dх




3

1аrсtg

33
0

3
2

63
2

3
1

3
2 

 аrсtg ; 

г) Виконаємо інтегрування частинами:  










  11

1,
1

, 1

0
2

0

1

2

1

0

аrсsіn
х

хdxхаrсsіnхxv
х

dxdu

dxdvаrсsіnхu
rсsіnхdха  

1
2

100
0

1
2 

хаrсsіn . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти визначені інтеграли: 

10.1.  



3

2

23 52 dххх ; 10.2.  



2

2

3 4 dххх ; 

10.3. 
 



 

1

2
3511 х

dх ; 10.4. 
 





13

2 5 43 х
dх ; 

10.5.  
 

9

4 1
1

х
dхх ; 10.6.  

1

0
2 54хх

dх ; 

10.7.  

3

2
2 1х
хdх ; 10.8. 

4

6

2



 хсоs
dх ; 

10.9.  
2

0
2 4

3 dх
х
х ; 10.10.  

2

1
2 45хх

хdх ; 
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10.11. dххсоsхsіn


0 22
; 10.12. dххсоsхсоs



0 22
3 ; 

10.13. 
 

1

5,0
228 хх

dх ; 10.14. 




13

0
223 хх

dх ; 

10.15. 




2

2
1



 соsх
dх ; 10.16. 





2

1
2

1

х

dх
х

sіn
; 

10.17. 
4

0
2



хсоs
sіnхdх ; 10.18. dххsіn

2

0

2



; 

10.19. 



2

2

3





dххсоsсоsх ; 10.20.  

3

2
2 232 хх

dх . 

10.21. 
2

1

ln хdхх ; 10.22.  
1

0

dххе х ; 

10.23.   
2

1

1ln dххх ; 10.24.  
1

0

22 dхех х ; 

10.25.   dххsіnх 
2

0

2 21



; 10.26. dххсоsх
3

0



. 

Індивідуальне завдання 
Знайти визначені інтеграли: 

а)  


 
1

1

210 32 dхехх nxnn ; б)  

 

1

1
2

2
n nnхх

dхnx ; 

де n – номер студента за списком. 
 

§ 2. Застосування визначеного інтеграла на практиці. 
Обчислення площ 

За геометричним змістом визначений інтеграл є площею, обмеженою зліва 
прямою ,ax   справа прямою ,bx   знизу прямою 0y  (вісь Ох) і зверху 
неперервною функцією ).(xf  За цих умов формула Ньютона-Лейбніца дає 
значення площі у вигляді додатного числа. Тому при розв’язуванні задач за 
допомогою визначеного інтеграла необхідно мати графік функції в межах 
інтегрування. 

Якщо графіку функції відповідає рис. 11.4, то необхідно знайти окремо 
площі 2S  і 1S  (вона буде від’ємною, бо функція в інтервалі від a  до b  
від’ємна), але оскільки площа за змістом від’ємною бути не може, то 
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.21 SSS   Якщо ж графіку функції відповідає рис. 11.5, то спочатку 
розв’язують систему рівнянь з обох функцій і знаходять значення абсцис a  та 
b  точок перетину ліній. 

За визначенням 
b

a

dxxf )(1  є площею фігури між віссю ОХ та функцією 

)(1 xf , а 
b

a

dxxf )(2  − площа між віссю ОХ та функцією )(2 xf . Тому 21 SSS  . 

 y                  f(x) y f1(x) 
 
 S2 
 S 
 a                   0     c                 b       x 
 
 S1 f2(x) 
 
             0      x 
 a      b 
 Рис. 11.4.       Рис. 11.5. 

Приклад: Обчислити площу фігури, обмежену лініями 32  xy  та y  2x .  
Знайдемо точки перетину функцій та побудуємо графіки заданих функцій. 

З системи рівнянь  знаходимо: 03232 22  xxxx 0)3)(1(  xx  









9;3
1;1

22

11

yx
yx

, але 



3

1

)32( dxx  є площею прямолінійної трапеції ,aABb  а 




3

1

2dxx  ─ площею криволінійної трапеції .aAOBb  Шукана площа обмежена 

заданими лініями і знаходиться між ними, тому 21 SSS  .  
                                          y 
 9   B 
 
 
 6 
 
 
 3 
 
                        A 
      x 

−2             −1                   0                  1                   2                   3 
Рис. 11.6. 

Отже:   
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xxdxxdxxdxdxxdxxS 3(32)32( 2
3

1

2
3

1

3

1

3

1

2
3

1




999)
3

3

1

3x

3
210

3
131  (кв. од.). 

Об’єм тіл обертання 

Нехай необхідно обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням довільної 
кривої )(xfy   навколо осі ОХ (рис.11.7).  

   y y 
  f(x) 
 S(x) 
 
 
 

    0    a                 x                  b         x  
 
 
 
 
     0                                      x 
 a b 
                              Рис. 11.7.                                                           Рис. 11.8. 

 
Якщо по осі ОУ відкладати значення площі перерізу тіла обертання, а по 

осі ОХ − довжину відрізка осі обертання, то від фігури, зображеної на рис. 11.7, 
перейдемо до фігури, зображеної на рис. 11.8. 

Тому 
b

a

dxxSV ,)(  але для тіла обертання (рис.113) з довільною точкою x  

маємо: 2)( yxS  (ордината y  відіграє роль радіуса кола).  
Тому об’єм тіла обертання: 

                                               
b

a

dxyV 2 .                                               (11.3) 

Якщо тіло утворене обертанням кривої навколо осі ОУ, то 
d

c

dyxV 2 , де 

c  і d  − межі зміни величини y .     
Приклад:  Обчислити об’єм тіла обертання,  утвореного обертанням кривої 
xy   навколо осі ОХ в межах: 9;0  ba . 

Об’єм  
9

0

2dxyV  
9

0

29

0 2
xxdx  

2
81)081(

2
  (кв.од).                                    
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Довжина дуги кривої 

Відомо, що   .CLdl  Якщо )(xfy   задана на  ba; , то 
b

a

dlL .  

      y                       B 
 
 
 
 dl          dy 
 
             A    dx 
      0        x 
 a       x0 x1 b 

Рис. 11.9. 
Якщо величина x  (рис. 10.9.) отримає приріст ,x  то функція отримає 

приріст ,y  а довжина лінії збільшиться на величину .l  Через малий приріст 
аргументу відрізок l  кривої лише дещо відрізняється від прямої, тому за 
теоремою Піфагора можемо записати: ,)()()( 222 yxl   або в 
диференціальній формі:  

).)(1()()()()( 22222

dx
dydxdydxdl   

Тому 





 dx

dx
dydl

2

1  dxy 2)'(1 .  

Тоді довжина лінії:  

dxyL
b

a
  2)'(1  .                                    (11.4) 

Приклад: Обчислити довжину лінії 
2

2xy  , якщо   1;0x . 

Відомо ,
2
1 2xy   тоді похідна заданої функції .)'(2

2
1' 22 xyxxy   

Згідно з формулою (10.4), маємо:  

 
1

0

21 dxx 



 t

dt
tt

dtttg
tt

t
dtdxtgtx

2

4
1

0
22

4
1

0

2
2

coscos
1

cos
1

4
;0

cos
; 

  













 
2
2

4
1

0
22

4
1

0
4

4
1

0
3 ;0

cos;sin
)sin1(

cos
cos

cos
cos zz

dztdtzt
t

dtt
t
dtt

t
dt 
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Площа поверхні тіл обертання 

Якщо   ,CSds  то у межах обертання від a  до b  кривої )(xfy   будемо 

мати 
b

a

dsS ,  де ds  ─ елемент площі поверхні  тіла обертання (рис. 10.10).  

Через малість dx  можемо вважати 
виділеним елемент об’єму циліндра, 
площа поверхні якого dlyds  2  ( y  
відіграє роль радіуса основи циліндра, 
а dl  − його твірної).  

Враховуючи, що ,)'(1 2 dxydl   

маємо .)'(12 2 dxyyds    
Тоді площа поверхні тіл обертання: 

y 
 
 
 
a                 x    Δx     x1       b            x 
 
 
 
 
                        Рис. 11.10. 

dxyyS
b

a
  2)'(12  .                                         (11.5) 

Приклад: Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням кривої 
2

2xy   

навколо осі ОХ у межах: .1,0  ba  

Маємо: xxxy  2
2
1)'

2
1(' 2 . 

Тоді   dxxxS
1

0

22 1
2
12 





1

0 4
1

2cos22

;0
;

1



tt
dxtgtx

dxxx t
dt

 

 



4
1

0
6

24
1

0
5

24
1

0
2

2

cos
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Необхідно самостійно визначити значення цих коефіцієнтів, провести 
інтегрування дробів і отримати:  
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Економічна задача 

Деякий банк приймає вклади під p % річних. Визначити суму, що 
набереться на рахунку через t  років.  

Звичайно, існує формула складних відсотків tpNN )1(0  , де 0N  ─  
початковий вклад, а N  ─  остаточна сума вкладу. Але за великих значеннь t  
формула стає досить незручною в користуванні. Згадуємо, що у біномі 

Ньютона i -й член знаходиться за формулою: ,
)!(!

! itp
iti

t 


 де !t  (знак ! 

читається, як факторіал і означає добуток натуральних чисел від одиниці до t . 
Наприклад, )720654321!6  , а кількість членів на один більша від 
показника степеня). 

Якщо в момент t  зроблено вклад N , то за час t  його величина 
збільшиться на величину N , яка буде пропорційною як часу ,t  так і внесеній 
сумі .N  Тому N  пропорційна ,tN  звідки ,tkNN   де k  − коефіцієнт 
пропорційності, який повністю визначається відсотком прибутку p . 

Тому: N  tpN ,pNdtdN   звідки pdt
N

dN
 . Для сталої величини p : 

  CptNdtp
N

dN lnln ptCeN  . Якщо в момент 0t  у банк була 

покладена початкова сума ,0N  то 0N .10 CCCe p     
Отже: 0NC  , звідки маємо формулу:  

                                                       
pteNN 0 .                                        (11.6) 
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Якщо ,05,0p  що відповідає 5%, а 20t  років, то  2005,0pt  

72,21 1  ee . Отже, вклад буде становити суму 072,2 NN   (легендарний 
вклад Полуботька збільшився за 300 років у 3 269 017 разів). 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Обчислити площу фігур, що обмежені лініями. Зробити малюнки: 
10.27. Параболою 2ху   і прямою  ху  . 
10.28. Параболою 42  ху  і прямою  1у .  
10.29. Параболою хху 42   і прямою 0у . 
10.30. Параболою 442  хху  і прямою 4у . 
10.31. Параболою 24 ху   і прямою  1у . 

10.32. Параболою 2

4
12 хху   і прямою  64  ху . 

10.33. Параболою 22  ху  і прямою  ху  . 
10.34. Параболою 22ху   з прямими  1х , 2х  та віссю Ох. 
10.35. Прямою 4х , параболою хху 63 2   і віссю Ох на відрізку  4;0 . 

10.36. Параболою  22 ху , прямою  ху  4  та віссю Ох. 
10.37. Гіперболою 3ху  і прямою 4 ух . 
10.38. Параболами 432  ух  і 82  ух . 
10.39. Параболою 225 хху   та прямою 22  ху . 
10.40. Параболами 24 ух   і уух 22  . 
10.41. Параболами 28 ух   і 2ух  . 
10.42. Параболою уух 62 2   і прямою  02  ух . 
Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, утвореної 
вказаними лініями. Зробити рисунок. 

10.43. 







24;0
3;0

xxyy
xx . 10.44.  








24;0
2;1
xyy

xx . 

10.45.  







xyy
xx

sin;0
;0 

.  10.46.  










x
yy

xx
8;0

8;2
. 

Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу фігури, утвореної 
вказаними лініями. Зробити рисунок. 

10.47.  







yxx
yy

4;0
4;0

2 . 10.48.  










.6;0

6;1

y
xx

yy
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10.49. Визначити довжину дуги кривої xy ln  від 75,01 x  до 4,22 x . 

10.50. Визначити довжину дуги кривої 
3

3xy   від 01 x  до 122 x . 

10.51. Визначити площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох 
параболи 122  xy  в межах від 11 x  до .72 x  

Індивідуальне завдання 
Обчислити площу фігури, що обмежена параболою  21 xnу  і прямою  

4 nу  (n – номер студента за списком). Зробити малюнок. 
 

§ 3. Невласні інтеграли 
З геометричного означення визначеного інтеграла випливає, що шукана 

площа обмежена неперервними лініями з усіх чотирьох сторін: з боків та знизу 
прямими ,0,,  ybxax  а зверху неперервною та обмеженою функцією 

).(xfy   За обчислення таких інтегралів застосовується формула Ньютона-
Лейбніца як спосіб обчислення площі. Такі визначені інтеграли, які у 
геометричному змісті визначають замкнену і обмежену зі всіх сторін площу, 
називаються власними інтегралами. Якщо умова обмеження чи замкнутості на 
визначеному інтервалі порушена, то інтеграл називається невласним. 

Порушення умови обмеженості зі сторони вертикальних прямих ax   та 
bx   (обох чи хоч би однієї з них) призводить до появи так званих інтегралів I 

роду. Такі інтеграли легко побачити через їх специфічний вигляд :  

;)(1


b

dxxf   


a

dxxf ;)(2   




.)(3 dxxf  

Таким інтегралам відповідає рис. 11.11. 
 f1(x)                               y 
 
 
 
                       f3(x) 
 
 
 

f2 (x) 
 
   x 
 a    0    b      
 Рис. 11.11. 
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Безпосереднє застосування формули Ньютона-Лейбніца неможливе через 
відсутність обмеження границь, за якого ця формула справедлива. Тому такі 
інтеграли обчислюють таким чином: роблять штучне обмеження (рис. 11.12) і 

замість, наприклад, 


a

dxxf )( , розглядають 
b

a

dxxf )( , де b  − довільне стале число. 

         y 
 
 
 f(x) 
 
 
 
 
 
         0      x 
 a      b 
 Рис. 11.12. 

Тоді:                             )()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

  

згідно з формулою Ньютона-Лейбніца. Надалі розглядають:  

))()((lim aFbF
b




. 

Озн. Якщо границя ))()((lim aFbF
b




 існує і дорівнює числу A , то 

невласний інтеграл збіжний. А якщо вказана границя не існує або безмежна, то 
інтеграл розбіжний.  

Якщо невласний інтеграл збіжний, то площа фігури існує (не зважаючи на 
необмеженість границі), а якщо інтеграл розбіжний, то площа не існує.  

Приклад: Обчислити:   а) 


1 x
dx ;   б) 



1
2x

dx . 

Розв’язання: а) Розглянемо  1lnlnln
11

bx
x

dx bb

bb ln0ln   та 




b
b

lnlim ln .  

Границя необмежена, тому інтеграл розбіжний.  

б) Для  bbxx
dx bb 11

1
111

11
2

.10111)11(lim 



 bb

  

Отже, інтеграл збіжний. 
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Порушення умови неперервності та обмеженості самої функції )(xfy   
також призводить до порушення умови замкнутості площі навіть за 
обмеженості границь (рис.101), хоч сам інтеграл на перший погляд має 

”нормальний” вигляд, притаманний власному інтегралу: 
b

a

dxxf )( . Такі 

інтеграли називаються невласними інтегралами II роду.  
       y 
 
 
 
 a) b) c) 
 
 
 
 
 

      0      x 
 a1 c1 b1      a2 c2   b2  a3 c3    b3 

 Рис. 10.13. 

Приклади таких інтегралів:  

 
 

1

4

4

0

4

10
2

4

4 ln
;

4
;;

xx
dx

x
dx

x
dex

x
dx  тощо. 

Для інтегралів, які графічно відображені на рис.11.13 а), запишемо: 

  
1

1

1

1

1

1

)()()(
b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf  (це так звана кусково-неперервна функція). До 

інтегралів, зображених на рис. 11.13 b), с) застосовують граничний перехід. 
Підінтегральна функція така, що за bx   вона стає необмеженою.  

Виберемо зліва від точки b  точку 

c , для якої Acf )( . Тоді  
c

a

dxxf )(

)()( aFcF  . Надалі розглядаємо 
))()((lim aFcF

bc



. Якщо ця границя 

існує у вигляді невід’ємного числа (за 
правильного порядку інтегрування та 
невід’ємної функції), то інтеграл 
збіжний, у іншому випадку − 
розбіжний. 

  y 

 

 

 

                                     f(x) 
 

 

   0                                                          х 

             a                                     c     b 
                                 Рис. 11.14. 
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Якщо функція існує справа та зліва від точки розриву, то необхідно до 
точки розриву наближатись з обох сторін і розглянути дві границі. 

Приклад: Обчислити 


1

1
4x

dx .  

Підінтегральна функція безмежно зростає при 0x , який входить в межі 
інтегрування. Отже, цей інтеграл є невласним інтегралом II роду.  

Тому запишемо:  

 


1

0
4

0

1
4

1

1
4 x

dx
x
dx

x
dx  

і до кожного з них застосуємо граничний перехід.  

а) 





 
  )11(lim

3
1)

3
1(limlim 30

1
30

0

1 1
404 bxx

dx
x
dx

ob

b

ob

b

ob
.

3
1

)00(
1

3
1

3 
   


 3)0(
1

o
, тоді .

3
1)(

3
10

1
4 

 x
dx  

б) 


  
)

)0(
11(

3
1)

3
1(limlim 3

1

3

1

040

1

0
4 oxx

dx
x
dx

aa
oaoa

 .
3
1

   

Отже, 


1

1
4x

dx , – інтеграл розбіжний. 

Якщо не звертати увагу на те, що інтеграл невласний, і застосувати до нього 

формулу Ньютона-Лейбніца, то отримаємо: 
3
21

3
1

1

1

3

1

1
4 






 


 xx

dx .  

Отримали від’ємне значення інтеграла за невід’ємної функції і правильному 
порядку інтегрування,  що є неможливим. Приклад досить наглядно ілюструє, яку 
помилку можна допустити, якщо нехтувати поняттям невласного інтеграла. 

Існують невласні інтеграли, які вміщують в собі ознаки як інтегралів I 

роду, так і II роду. Наприклад, 


0
2 4x
dx  має безмежну границю, що притаманно 

інтегралам I роду, а підінтегральна функція в області інтегрування не існує при 
значенні 2x , що характерно для рівнянь II роду. Такі інтеграли також 
обчислюються через граничний перехід. Досить зручно цей інтеграл розбити на 
три окремих інтеграли:  

 











 k

k

x
dx

x
dx

x
dx

x
dx

4444 2
2

2
0

2

0
22

, 

(число k  може бути будь-яким числом, більшим числа 2, наприклад 10k ). 
Перші два інтеграли II роду, а третій − I роду. 
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Звернемо увагу на невласний інтеграл 





 22

2

dxe
x

, який називається 

інтегралом Пуассона і відіграє важливу роль в теорії ймовірностей та 
математичної статистики. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Дослідити невласні інтеграли на збіжність і за можливості обчислити: 

10.51. 


1
2 134xx

dx ; 10.52.  

4

0
2 4x
dx ; 

10.53. 


0
3)2(x

xdx ; 10.54. dx
e
x

x


0
3

2

; 

10.55.  

4
1

0 2cos1 x
dx ; 10.56. 

 

7

1
3 7 x

dx .  

Індивідуальне завдання 

Дослідити невласний інтеграл на збіжність:  


n nnxx
dx

42 22 ,  

n – номер студента за списком. 
 

§4. Наближені методи інтегрування 
Застосування формули Ньютона-Лейбніца викликає необхідність 

знаходження первісної )(xF . Крім певної кількості інтегралів, для яких взагалі 
неможливо виразити первісну через елементарні функції, сам процес 
знаходження її в багатьох випадках вимагає досить великих затрат часу.  

Разом з тим, усі визначені інтеграли застосовують для тих чи інших 
практичних задач з певною точністю обчислення. Наприклад, при обчисленні 
земельних площ потрібна набагато менша точність, ніж за виготовлення деталей 
космічних апаратів. Тому застосовують існуючі в достатній кількості методи 
наближеного обчислення визначених інтегралів, з яких ми розглянемо найбільш 
вживані. 

Формула трапецій 

Для обчислення 
b

a

dxxf )(  розіб’ємо 

область інтегрування на n  рівних 
частин (рис.11.15). Отримаємо  n  
криволінійних трапецій,  площу кожної   
з яких  замінимо площею 
прямолінійної трапеції. 

   у                                                    B 
             y=f(x) 
                              
 
 A 
 
    a                                                     b    х 
                         Рис. 11.15. 
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Тоді  nsssS  ...21 , де );(
2 1

1
1 axBxaAs 


  )(

2 12
21

2 xxCxBxs 


  і т.д.                               

Якщо позначити  ...121 xxax xxb n  1 , то 
n

abx 
 . Разом з тим 

),(afaA   )( 11 xfBx   і т.д., тому  














22

)()(
2

)()( 211 abxfxf
n

abxfafS ...
2

)()( 32 





n
abxfxf  










 

n
ab

n
abbfxf n

22
)()(... 1  )(...)(2)(2)( 21 bfxfxfaf  .  

Введемо позначення: )(af ay , iib yxfybf  )(,)( . Отримаємо:  




 12(
2

yyy
n
abS ba   ...)2 2  y . 

Якщо ввести позначення  ba yy Укр та ...321  yyy  1ny Упром, то 
формула отримає досить простий вигляд: 

n
abS

2


 (Укр+2Упром).                                               (11.7) 

Ця формула називається формулою трапецій. 

Приклад: Обчислити .)12(
6

0

23  dxxxx  

За формулою Ньютона-Лейбніца:  
2

346

0

23

34
()12( xxxdxxxx  .210066

3
6

4
6) 2

34
6

0
 x   

Для обчислення за формулою трапецій розіб’ємо область інтегрування на 6 
частин точками: ;0a  ;11 x  ;22 x  ;33 x  ;44 x  ;55 x  6b . Знаходимо 
значення функції в цих точках:  

1)0(  yy a ;  
 133621611266)6( 23yyb 16713180  ; 

31211)1(1  yy ; 
 448)2(2 yy 11  ; 

1116927)3(3  yy ; 
39181664)4(4  yy ; 

 .8911025125)5(5  yy   
Знаходимо: Укр.  ba yy ;1661671   Упром .13589391113    

Тоді: .21813583)270166(
2
1)1352166(

62
06





S  
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Отримане значення площі на 8  одиниць більше від точного значення. Якщо 
область інтегрування розбити на більшу кількість частин, то точність обчислення 
збільшиться. Рекомендується провести самостійні обчислення якщо .12n  

Формула парабол (мала формула Сімпсона) 

Розглянемо ,)(
b

a

dxxf  де )(xf  − функція невеликої кривизни (рис. 11.16). 

 y   D    C                   E 
 
 f(x) 
 
 A         B 
 
 
 
 
 

     0      x 
 a d   c e  b 
 Рис. 11.16. 
 

З середини відрізка ab  (точка c ) проводимо вертикаль cC  і в точці C  до 
кривої проведемо дотичну. Поділимо відрізок ab  точками d  і e  на три рівні 
частини. З цих точок проводимо вертикалі до перетину з дотичною в точках D  і 
E . Проводимо прямі AD  та EB , перетворюючи криволінійні трапеції aADd  та 
eEBb  в прямолінійні. Шукану площу замінимо сумою трьох площ, утворених 
трапеціями: aADd , dDEe , eEBb .  

Тоді 321 SSSS  . Враховуємо, що .
3

abebdead 
   

Отримаємо: 








 dDEeaaADd SSdDyabdDaAabSS 21 );(
623

 

















23

);(
623 3

bBeEabSSeEdDabeEdDab
eEBb  )(

6 byeEab


 . 

В сумі одержимо:  )(2
6

eEdDyyabS ba 


 .  

Розглянемо трапецію, dDEe  у якої cC  – середня лінія, завдяки чому 
cycCeEdD 22  . Тому отримаємо:  

                                             ).4(
6 cba yyyabS 


                              (11.8) 
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Формула називається малою формулою Сімпсона або формулою парабол 
завдяки умові застосування її до ліній малої кривизни, до яких належить і 
парабола. Для многочленів степеня не вище третього (слабка кривизна) 
формула дає точні значення інтеграла. 

Приклад: Обчислити .)12(
6

0

23  dxxxx   

Відомо, що 6 ab , 1ay  167by ,  .11)3(  yyc   

Тоді .210)1141671(
6
6

S  

Велика формула Сімпсона 

За малої кривизні лінії формула парабол дає чудові результати, але її 
неможливо застосувати до функції, зображеної на рис. 11.17, для якої )(af  

,0)()(  bfcf а площа нулю не дорівнює.  
 y 

                                        f(x) 
 
 
  

 0         x 
       a c      b 

Рис. 11.17. 
 

Якщо формулу парабол застосувати окремо до лівої та правої частин 
кривої, то отримаємо необхідну площу. Взагалі, якщо розглядати невелику 
ділянку кривої, то на ній кривизна лінії буде малою, тому до неї можливо 
застосувати формулу парабол (рис. 11.18). 
    y 

 
 
        f(x) 
 
 
 
          ya               y1            y2             y3              y4              y5              y6 
 

   0     x 
             a          x1            x2              x3              x4              x5              x6 

Рис. 11.18. 
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Розіб’ємо область інтегрування  ba;  на n  парних частин і до кожної пари 
застосуємо формулу парабол. Ординати кривої в точках a , 2x , 4x , 6x  і т.д. для 
кожної пари будуть основами трапецій, а в точках 1x , 3x , 5x  і т.д. − їх середніми 

лініями. Довжина основи кожної пари є величина 2
n

ab .  

Тоді 1S )4()(2
6
1);4()(2

6
1

342212 yyy
n

abSyyy
n

ab
a 





  і т.д. 

Додаючи, отримаємо:  




 12321 42(
3

... yyy
n
abSSSS a 42y  )...4 3 byy




 ...)(2(
3 642 yyyyy

n
ab

ba ...)).(4 531  yyy   

Якщо позначити  ba yy Укр.,  31 yy   ...5y Унепар,  42 yy   ...6y
Упар, то отримаємо формулу: 

                                             
n
abS

3


 (Укр+2Упар+4Унепар).                       (11.9) 

Ця формула називається великою формулою Сімпсона і дає досить високу 
точність обчислення. 

Приклад: Обчислити .
22

)1(6

0
2




xx
dxx

 

За формулою Ньютона-Лейбніца: 



 

6

0
2 22

)1(
xx
dxxI   

.657,5250

50;2

2)1(2
22 50

2

50

2

50

2
2

21

22








   tdt
t

tdt

tt

tdtdxx
txx

 

За формулою Сімпсона: нехай 6n .  

Тоді ;0a  ;6b  ;11 x  ;33 x  ;55 x  ;22 x ;44 x ;66 x ;
2

1
ay

;
50
7

by  ;
5

2
1 y  3y ;

17
4  ;

37
6

5 y  ;
10
3

2 y  .
26
5

4 y  

Тоді 



50
7

2
1(

63
6I  .653,5)

37
6

17
4

5
2(4)

26
5

10
3(2    

Різниця між точним та наближеним значеннями становить всього 004,0 , 
хоч інтервал інтегрування розбито всього на 6 частин. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
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Обчислити визначені інтеграли за формулою Ньютона-Лейбніца і за 
формулою трапецій при діленні області інтегрування на 8 рівних частин. 

10.57.  
9

1

3 179 dxx ; 10.58.  
12

4

3 449 dxx ; 

10.59.  
10

2

3 269 dxx ; 10.60. 



4

4

3 289 dxx ; 

10.61. 



6

2

3 109 dxx ; 10.62. 



5

3

3 199 dxx .  

Обчислити визначені інтеграли за формулою Ньютона-Лейбніца та за 
формулами Сімпсона ( 10n  для великої формули). 

10.63. 



2

1

)43ln( dxx ; 10.64.  
5

2

)53ln( dxx ; 

10.65. 





1

4

)133ln( dxx ; 10.66.  
4

1

)23ln( dxx ; 

10.67.  
6

3

)83ln( dxx ; 10.68.  
3

0

)13ln( dxx .  

 
Запитання до розділу ХІ 

1. Що називається визначеним інтегралом? 
2. Який геометричний зміст визначеного інтеграла? 
3. Що таке інтеграл зі змінною верхньою границею? 
4. В чому полягає теорема Барроу? 
5. Що таке формула Ньютона-Лейбніца? 
6. Які властивості має визначений інтеграл? 
7. Які особливості використання визначеного інтеграла до обчислення 

площ? 
8. За якою формулою обчислюється об’єм тіла обертання? 
9. За якою формулою обчислюється довжина дуги кривої? 
10.  Як обчислюється площа поверхні тіла обертання? 
11.  Як обчислюються довготермінові вклади? 
12.  В чому полягає різниця між власними та невласними інтегралами?  
13.  Чи може бути невизначений інтеграл невласним?  
14. Що таке невласні інтеграли I роду? 
15.  Які інтеграли належать до невласних інтегралів II роду? 
16. Чи можуть визначені інтеграли мати ознаки невласних інтегралів І та ІІ 
роду? 
17. Що таке збіжність та розбіжність невласного інтеграла? 
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18. Який вигляд має формула трапецій? 
19. Що таке формула парабол? 
20. Для чого потрібна велика формула Сімпсона та який вона має вигляд? 
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XІІ. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ  

Озн. Диференціальним називається рівняння, що зв’язує між собою незалеж-
ну змінну x , функцію y  та її похідні або диференціали. Найвищий порядок похід-
ної визначає порядок диференціального рівняння. Наприклад, рівняння  

0),,,,,(  Cyyyyxf                                            (12.1) 

є диференціальним рівнянням третього порядку. Наявність похідної чи диференці-
ала в диференціальному рівнянні обов’язкова, тоді як змінні x  чи y  можуть бути 
відсутні. Наприклад, рівняння 4y  являє собою диференціальне рівняння друго-
го порядку, не зважаючи на відсутність у ньому змінних x  та y . 

Озн. Розв’язком диференціального рівняння називається функція )(xfy  , 
яка, будучи підставленою разом зі своїми похідними у диференціальне рівняння, 
перетворює його у тотожність. 

Приклад 1: розв’язати диференціальне рівняння 22  xy .  

Тоді 
1

2 2)22()22(   Cxxdxxydxxdy .  

Приклад 2: розв’язати диференціальне рівняння .22  xy  

 2
3

1
2

3
222 xxyCxxyxy 21 CxC  . 

Приклад 3: розв’язати диференціальне рівняння .22  xy  

 11
2

3

1
2

3
222 CxCxxyCxxyxy

.
2312 32

2
1

34

CxCxCxxy   

Розв’язки всіх трьох диференціальних рівнянь називаються загальними. У 
кожному з них число суттєво незалежних сталих співпадає з порядком рівняння.  

Озн. Суттєво незалежними сталими називаються такі сталі, які не виражають-
ся одна через одну.  

Наприклад, якщо розв’язок третього рівняння записати у вигляді: 

,
2312 5432

2
1

34

CCCxCxCxxy   то сталі С3, С4, С5 не належать до суттєво не-

залежних, оскільки CCCC  543 , в той час як С1 і С2 одна через одну не виража-
ються. 

Озн. Якщо для диференціального рівняння відомі деякі додаткові умови, за 
яких можемо визначити конкретні значення сталих, що задовольняють задані умо-
ви, то такі додаткові умови називаються початковими умовами.  
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Приклад: .2)1(;22  yxy  Початкова умова 2)1( y  означає, що функція 
)(xfy   проходить через точку (1; 2). Тоді Cxxy  22 . Накладемо початкову 

умову .12122;1  CCyx  Із загального розв’язку знаходимо час-
тинний розв’язок 122  xxy . При зміні початкових умов змінюється вигляд ча-
стинного розв’язку. Таких частинних розв’язків можна знайти безліч. 

Як відомо з інтегрального числення, знаходження функції за відомою її похі-
дною проводиться за дією інтегрування, тому розв’язок диференціального рівнян-
ня зводиться до цієї дії. Якщо диференціальне рівняння має вигляд ),(xfy   то 

його загальний розв’язок буде   Cdxxfy )( . При цьому не має значення, обчи-

слюється цей інтеграл чи ні. 
 

§1. Диференціальні рівняння І порядку 
Диференціальні рівняння з відокремленими змінними 
Існує декілька видів диференціальних рівнянь першого порядку, які досить 

легко обчислюються. Одним з таких типів є диференціальні рівняння з відокрем-
люваними змінними.  

Озн: Диференціальними рівняннями I порядку з відокремленими змінними 
називають такі диференціальні рівняння, загальний вигляд яких можна предста-
вити як:    уfхfу 21  .                                                                                        (12.2) 

Якщо   02 уf , то його можна записати у вигляді:    dxхf
xf

dу
1

2

 .         (12.3) 

І тоді говорять, що змінні відокремили. В загальному випадку рівняння (12.3) 
є частковим випадком рівняння: 0)()( 21  dyyfdxxf . У цьому рівнянні біля ди-
ференціала dx  відсутня функція, що залежить від y , а біля диференціала dy  від-
сутня функція, що залежить від .x  Кажуть, що змінні відокремлені. З властивос-
тей невизначеного інтеграла відомо, що мають зміст тільки ті інтеграли, у яких 
функція і диференціал мають одну і ту ж змінну. У рівнянні з відокремленими 
змінними саме такий випадок, тому такі рівняння розв’язують методом інтегру-
вання:  

   .)()( 21 Cdyyfdxxf  

Приклад: Розв’язати рівняння 022  dyydxx . 

  СухСdyуdxх
33

33
22 Cyx 333  . 

Отримали загальний розв’язок рівняння. 
Досить часто для того, щоб отримати рівняння з відокремлюваними змінни-

ми, змінні необхідно відокремити. Наприклад, як у наступному рівнянні: 
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0)()()()( 4321  yyfxfyfxf ,                                  (12.4) 
або у диференціальній формі, як  

0)()()()( 4321  dyyfxfdxyfxf .                               (12.5) 
Біля dx  крім функції ),(1 xf  яка цей диференціал задовольняє, знаходиться 

функція )(2 yf , яка цей диференціал не задовольняє, але задовольняє dy . Аналогі-
чно функція )(3 xf  не задовольняє dy , але задовольняє dx . Функції, що не задово-
льняють диференціали, необхідно відокремити, що досягається шляхом ділення 
на всі функції, що не задовольняють диференціали. До них належать )(2 yf  та 

)(3 xf .  
Таким чином, для відокремлення змінних рівняння необхідно поділити на до-

буток )()( 32 xfyf  . Отримаємо:  




 0
)()(

)()()()(

32

4321

xfyf
dyyfxfdxyfxf    

    






 0

)()(
)()(

32

43

32

21

xfyf
dyyfxf

xfyf
dxyfxf   

 
  0

)(
)(

2

4

3

1 
yf
dyyf

xf
xf . 

Змінні відокремлені, тому можемо рівняння інтегрувати: 

  .
)(
)(

)(
)(

2

4

3

1 Cdy
yf
yfdx

xf
xf  

Приклад: розв’язати диференціальне рівняння .0 xdyydx  

 Cyx
y

dy
x

dx
xy

xdyydx lnlnln00 CxyCxy  lnln  – загальний 

розв’язок рівняння. 
Однорідні диференціальні рівняння 
Озн. Однорідним називається таке рівняння, в якому множення кожної неві-

домої на величину t  призводить до множення всього рівняння на величину .nt  
При цьому число n  вказує на порядок однорідності цього рівняння.  

Наприклад, рівняння 065 22  xxyy  буде однорідним, бо множення кожної 
невідомої на t  дає 0)(6))((5)( 22  txtytxty . Звідси:  

0)65(065 2222222  xxyytxttytxyt . 
Рівняння помножене на 2t , тому воно має другий порядок однорідності. 

Розв’язується таке рівняння заміною txy   (тобто 
x
yt  , де 0x ).  

Отже, маємо:  065065 22222 xxtxxtxxyy  










0

065
0)65(065

2
222222

x
tt

ttxxtxxt  

 0652 tt  16 21 tt xyxy  6 . 
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Озн. Однорідним диференціальним рівнянням називають диференціальне 
рівняння, яке можна записати у вигляді:  









x
yfy ,                                                      (12.6) 

або 0),(),( 21  dyyxfdxyxf , де ),(1 yxf  і ),(2 yxf  − однорідні функції,  що мають 
порядок  однорідності n . У цьому випадку можемо легко перейти до ви-

ду 







x
yfy . Якщо у кожній з функцій винести множник nx , то вони запишуться:  









x
yFxyxf n

11 ),(  і 







x
yFxyxf n

22 ),( . 

Тоді:  
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x
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x
yfy . 

Диференціальне однорідне рівняння, як і звичайне однорідне, розв’язується 
заміною  tху  . Підставимо заміну в рівняння:  

  





 ttfxdxtttfxttftxttfxtxt

x
yfy )()()(

       Cx
ttf

dt
x

dx
ttf

dtdxttfxdt lnln 





  . 

Якщо позначити ),(
)(

tF
ttf

dt


  то .lnln)( Cx
x
yFCxtF 





  

Отримали розв’язок однорідного диференціального рівняння в загальному 
вигляді. 

Приклад: Розв’язати диференціальне рівняння: tgх
х
уу  . 

Дане рівняння є однорідним, тому скористаємося заміною xuy  , тоді 
похідна uxuу  . Підставимо покладену заміну у задане рівняння: 


x

xutg
x

xuuxu   

 tguuuxu  
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 tguux tgu
dx
dux  . 

Помножимо дане рівняння на ctgudx , тоді отримане рівняння 
x

dxctgudu   – є 

диференційним з відокремлюваними змінними. 
Інтегруючи обидві частини рівняння одержимо: 

Cxsіnu lnlnln  ; 

Cxsіnu lnln  ; 
 Схsіnи  Схаrcsіnи  . 

Оскільки xuy  , то  Сххаrcsіnу   – загальний розв’язок рівняння. 
Лінійні диференціальні  рівняння з правою частиною 
Озн. Лінійним диференціальним рівнянням називається таке рівняння, в яко-

му величини y  та y  знаходяться в першому степені і не перемножуються між 
собою. Загальний вигляд таких рівнянь:  

).()( xqyxpy                                                  (12.7) 
Наявність правої частини позбавляє можливості відокремити змінні. У дифе-

ренціальній формі рівняння буде:  
dxxqydxxpdy )()(  . 

За ділення на ,y яке знаходиться біля ,dx  отримаємо:  

dx
y
xqdxxp

y
dy )()(  . 

У правій частині відокремлення відсутнє. Це тому, що справа присутня фун-
кція ),(xq  яка в попередніх типах рівнянь була відсутня (права частина рівняння 
дорівнювала нулю). 

Існує декілька способів розв’язування лінійних рівнянь з правою частиною. 
За методом Бернуллі позначимо ,uvy   з яких одну (u  або v ) можемо вибрати 
наперед. Наприклад, функцію xy sin  можемо виразити через наперед задану 

функцію xy ln  наступним чином: .
ln
sinlnsin

x
xxx    

Отже, в рівнянні )()( xqyxpy   зробимо заміну ,uvy   причому виберемо v  
наперед (функцію v  необхідно вибрати такою, щоб вона полегшила розв’язування 
рівняння). Для спрощення запису рівняння замість )(xp  будемо писати ,p  а за-
мість )(xq  відповідно .q  Тоді:  

 qpuvvuvuqpxy qpvvuvu  )( . 
Виберемо v  такою, щоб вираз в дужках дорівнював нулю, тобто: 0 pvv . 
За підстановки в рівняння отримаємо:  uvu 0 qvuq  . 
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Таким чином, отримали два рівняння:  
qvupvv  ;0 . 

Розв’язуємо перше рівняння і знаходимо значення ,v  яке підставляємо в дру-
ге рівняння і знаходимо u . Завдяки праву вибору функції v  виберемо з них ту, у 
якої стала, що з’являється за обчислення невизначеного інтеграла, дорівнює нулю. 
Шляхом інтегрування знаходимо функцію ,u  після чого знаходимо .uvy   До-
сить зручно з обох знайдених рівнянь скласти систему:  








0
0

vu
pvv

.                                                           (12.8) 

Приклад: Розв’язати диференціальне рівняння: хуу  2 . 
Дане рівняння є лінійним, оскільки у  і у  у однаковому степені (першому). 

Тому скористаємося заміною uvy   і vuvuy  . Тоді: 
xuvvuvu  2 , 

  vuxuuv  2 , 








,0
,02

vux
uu

 

Розв’яжемо окремо перше рівняння системи: 
02  uu , 

02  u
dx
du , 

u
dx
 , 

02  dx
u
du , 

02   dx
u
du , 

xeuxu 202ln  . 
Отриманий вираз підставимо в друге рівняння системи: 

00 2   vexvux x , 

02  

dx
dvex x , xe

dx
2 , 

02  dvdxxe x , 
02   dvdxxe x . 

Обчислимо частинами перший інтеграл:  

 


 dxxexe

vedxdu
dxedvxu

dxxe
x

x

x

x

222

22
2

2

2  
2

2 xxe Ce x


4

2

. 
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Тоді, 
2

2 xxe vCe x


4

2

. 

З поставленої умови:  uvy 

2
(

2
2

x
x xee )

4

2

Ce x

 
2
x

xe
C

24
1
  – загальний 

розв’язок диференціального рівняння. 
Узагальнене диференціальне лінійне рівняння Я. Бернуллі 
Озн. Узагальненим диференціальним лінійним рівнянням Бернуллі назива-

ється рівняння виду  
.)()( nyxqyxpy                                                 (12.9) 

Якщо ,0n  то отримаємо лінійне рівняння, розглянуте у попередньому пун-
кті. Узагальнене рівняння також розв’язується заміною .uvy   Функції )(xp  та 

)(xq  позначатимемо p  та q . Тоді:  

 )()( pvvuvuuvqpuvvuvuqypyy nn nn vqu









nn vquvu
pvv 0








1

0
nnvquu

pvv
. 

Знайдене з першого рівняння значення v  підставляємо у друге рівняння і 
знаходимо спочатку значення ,u  а потім .u  

Приклад: Розв’язати диференціальне рівняння 22 yx
x
yy   за початкової 

умови: 1)1( y .  

Введемо заміну uvy   і розглянемо систему рівнянь 








 .0
222 vuxvu

x
vv  

Розв’яжемо перше рівняння:  000 dx
x
vdvdx

x
vdxv

x
vv  


x

dx
v
dv  .lnln xvxv   

Підставимо отримане значення v  у друге рівняння:  

 dxx
u
dudxuxduxdxuxdxuvuxuvuxvu 3

2
232222222   

4
1

41

4
3

2

4
4

4
4

1
xC

u
Cx

uCx
u

dxx
u
du





  . 

Тоді: 


 4

4
xC

xuvy 4

4
xC

x


. 
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Накладемо початкову умову: якщо ,1x  то .1y  Тоді: 51
1

4



С

C
. Пі-

дставимо отримане значення С у загальний розв’язок рівняння і отримаємо част-

ковий розв’язок: 45
4

x
xу


 . 

Рівняння у повних диференціалах 
Для функції двох змінних ),( yxfz   повний диференціал є виразом 

dy
y
zdx

x
zdz








 , де частинні похідні − деякі функції від змінних x  та y , тобто 

),( yxP
x
z 

  і ),( yxQ

y
z



 , а мішані похідні другого порядку 

yx
z


2

 і 
xy
z


 2

 рівні 

між собою. Тому: 
x
Q

y
P






 . 

Досить часто зустрічаються рівняння I порядку у вигляді  
0),(),( 21  dyyxfdxyxf .                                        (12.10) 

Озн. Якщо функції ),(1 yxf  і ),(2 yxf  такі, що 
x

yxf
y

yxf






 ),(),( 21 , то ці функції є 

частинними похідними, а саме диференціальне рівняння називається рівнянням у 
повних диференціалах, в якому 0dz  (тоді )Cz  .  

Якщо ),(1 yxf  є частинною похідною 
x

yxF


 ),(1 , в якій y  виконує роль сталої, 

то  


 )(),(),(),(
11

1 yCyxFdxyxfdx
x

yxF . 

Функція )( yC  відіграє роль сталої. Отримана функція виконує роль розв’язку 
рівняння, але функція )(yC  невідома. Разом з тим ),(2 yxf  – частинна похідна 

y
yxF


 ),(1 , тому похідна від отриманого розв’язку:  

),()(),(),())(),(( 2
1

21 yxf
y
yC

y
yxFyxfyCyxF

y












 .  

Звідси:  









 dy

y
yxFyxfyC

y
yxFyxf

y
yC )),(),(()(),(),()( 1

2
1

2 .  

Оскільки 0dz , то отриманий розв’язок )(),(1 yCyxF   необхідно прирівняти 
деякій сталій, тому 11 )(),( CyCyxF   буде розв’язком диференціального рівнян-
ня. 

Приклад 1: Розв’язати рівняння 0)4()( 232  dyyxdxyx . 
Перевіряємо наявність повного диференціала: 
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2232 3)4(;1)( xyx
x

yx
y







 . Але 13 2 x , тому це рівняння не буде рів-

нянням у повних диференціалах. 
Приклад 2: Розв’язати рівняння 0)13(2 223  dyyxdxxy . 

Перевіряємо умову 22223 2332)13()2( yxyxyx
x

xy
y







 . 

Отже, це є рівняння у повних диференціалах. Тому: 

 dxxy32  )(2 323 yCyxxdxy   . 

Отримана функція така, що частинна похідна по змінній y  є 13 22 yx , тому: 



 13)(313))(( 22222232 yxyCyxyxyCyx
y

 1)( yC .)( yyC    

Отже, загальний розв’язок рівняння буде:  
Cyyx 32 . 

Зауваження: замість 
y
yC


 )(  записали )( yC , тому що у функції )( yC  відсутня 

змінна x . 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Знайти загальний розв’язок диференціальних рівнянь з відокремлюваними змін-
ними:  
11.1. хеу 2 ; 11.2. хsіnу 5 ; 

11.3. 
4

1
2 


х

у ; 11.4. 
хsіn

у
2

1
2 ; 

11.5. 22 у
dу

х
dх

  11.6. ухеу   

11.7. 3 25 уху  ; 11.8. 4 хууу  ; 

11.9. хуух 23  ; 11.10. 23 уух  ; 

11.11. 2ууху  ; 11.12. 5 23 ухуу  ; 

11.13. 3 2хууу   11.14. хуух 43   

11.15. 4 3 ухуу  ; 11.16. 3 8 уху  ; 

11.17. 011 22  dухуdхух ; 11.18. 21 хуху  ; 

11.19. уху  210 ; 11.20.  сtgхуу 12  . 
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Розв’язати однорідні диференціальні рівняння: 
11.21.     0 dуухdхух ; 11.22. уdууdухdх  ; 

11.23.   dухdхухух 222  ; 11.24. 22 хууух  ; 

11.25. 
х
ууух ln ; 11.26. 22

2


х
уу ; 

11.27. 22

2
ух

хуу


 ; 11.28. 
у
х

х
уу  ; 

11.29. 22 хууух  ; 11.30. ухууху  22 . 
Розв’язати лінійні диференціальні рівняння: 
11.31. 

2

2 ххехуу  ; 11.32. ууух ln ; 

11.33. 422 хуух  ; 11.34.   ухух 2412  ; 
11.35. хуу  ; 11.36.   0 хdуdуеху х ; 
11.37. 012  хуух ; 11.38.  хсosхуху  ; 
11.39.   xухху ln12  ; 11.40. хеуу  . 
Розв’язати узагальнені диференціальні рівняння Бернуллі: 
11.41. 2хууху  ; 11.42. 3322 уххуу  ; 
11.43. ххуух ln2 ; 11.44.   dxdууху  32 ; 
11.45.   yуxyx ln2 ; 11.46. 322 уххуу  ; 
11.47. 235 ухуху  ; 1)1( y ; 11.48. 2443 ухуху  ; 1)1( y ;  
11.49.   dxdууху  42 ; 1)1( y ; 11.50. ххуух ln ; 1)( еy . 
Розв’язати диференціальні рівняння у повних диференціалах: 
11.51.   0222  xydydxyx ; 11.52.     03343 2  dyyxdxxy ; 
11.53.     0528 32  dyyxydxxy ; 11.54.   0 xyy yeeyxe ; 

11.55.     011 2222  ydyyxdxyxx ; 
Індивідуальне завдання 

Розв’язати диференціальні рівняння:  

а) уn

n

e
ху 32 

 ; б) 2 nn уух ; 

в)     0 dуухdхух nnnn ; г) nхе
n
yу  ; 

д) nn yx
x
yy  ; е) 0)(2 12   dynynxdxxy nn . 

де n – номер студента за списком. 
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§ 2. Диференціальні рівняння ІІ порядку 
Диференціальні рівняння II порядку з явно відсутнім у 
Загальний вигляд рівнянь II порядку:  

0),,,(  yyyxf .                                             (12.11) 
Як було показано, рівняння другого порядку вміщує дві суттєві сталі. Деякі з 

рівнянь допускають зниження порядку, в результаті якого отримуємо рівняння 
першого порядку. 

Озн. Диференціальним рівняння з явно відсутнім у називають рівняння виду:  
0),,(  yyxf .                                                 (12.12) 

Якщо ввести заміну ,zy   то після повторного диференціювання отримає-
мо: ,zy   тому рівняння буде мати вигляд 0),,( zzxf , яке розв’язується як рі-
вняння першого порядку. 

Приклад: Розв’язати рівняння xtgxyy cos . Знайти частинний 
розв’язок, який відповідає початковим умовам: 1)0( y , 0)0( y . 

У рівнянні відсутнє y , тому вводимо заміну zyzy  . Підставляючи в 
рівняння, отримаємо: 

.cos xtgxzz   
Маємо лінійне диференціальне рівняння I порядку, яке розв’язується заміною 

.uvz   Після підстановки отримаємо систему рівнянь: 








xvu
tgx
cos

0
. 

Перше з отриманих рівнянь розв’язуємо, як рівняння з відокремленими змін-
ними:  

   vdxtgx
v

dvdxtgx
v

dvdxtgxvdv ln00  

  





 tv
t

dtv
dtxdx

tx
x

dxx lnlnln
sin
cos

cos
sin xvtv cos . 

Розв’язуємо друге рівняння системи:  

11coscoscos Cxuuxxuxvu  .  
Тоді: zuvz  .cos)(cos)( 11 xCxyxCx    
Накладемо початкову умову:  

.0100cos)0(00)0( 111  CCCy   

Отже, частинний розв’язок рівняння першого порядку буде:  
xxy cos . 

Розв’яжемо це рівняння:  
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 dydxxxdyxxy coscos .cos  dxxx   

Підінтегральна сума є добутком функцій, не зв’язаних між собою через похі-
дну, тому потрібно застосувати формулу інтегрування ”частинами ”:  

   vduuvudv 



  xvdudx

dvdxxux
dxxxy

sin;
cos;

cos   xdxxx sinsin   

Cxxx  cossin . 

В результаті отримали розв’язок рівняння другого порядку у вигляді:  
.cossin Cxxxy   

Накладемо початкову умову:  

0110cos0sin011)0(  CCCy .  
Звідси частинний розв’язок рівняння буде:  

.cossin xxxy   
Диференціальні рівняння II порядку з явно відсутнім х 
Озн. Диференціальним рівнянням з явно відсутнім х називають рівняння ви-

ду:  
.0),,(  yyyf                                                   (12.13) 

Дані рівняння розв’язують за допомогою введення заміни  )( yzy  

.
dy
dzz

dy
dzyy

dy
dz

dx
dy

dy
dz

dx
dzy    

Тоді 0),,( 
dy
dzzzyf  є диференціальним рівнянням першого порядку. 

Приклад: Розв’язати рівняння 2)( yyy  . 

В рівнянні явно відсутнє х, тому вводимо заміну 
dy
dzzyzy  .  

Отримаємо: 0)(2  z
dy
dzyzz

dy
dzyz . 

Звідси переходимо до системи:  


























 














y
dy

z
dz

z

y
dy

z
dz

z

zdyydz
z

z
dy
dzy
z 0000









Cyz

z
lnlnln

0   










уCz

z

1

0









уCу
y

1

0








хСеCу
Cy

1
2

0 . 

Отримали загальний розв’язок рівняння другого порядку. 
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Лінійні диференціальні рівняння II порядку 
Озн. Неоднорідним диференціальним рівнянням ІІ порядку називають дифе-

ренціальне рівняння виду: ),()()( xfyxqyxpy                                    (12.14) 
де ),(xp  ),(xq  )(xf  − деякі функції від аргументу x .  

У вказаному рівнянні функція y  та її похідні y  та y   знаходяться в першому 
степені і не перемножуються між собою.  

Озн. Однорідним диференціальним рівнянням ІІ порядку називають дифере-
нціальне рівняння виду 

0)()(  yxqyxpy .                                       (12.15) 
Тобто якщо у рівнянні (12.14) ,0)( xf  то отримаємо лінійне однорідне ди-

ференціальне рівняння. 
З усіх лінійних рівнянь другого порядку будемо вивчати такі, у яких функції 
)(xp  та )(xq  замінені числами p  і .q  Отже, будемо вивчати однорідні рівняння 

виду:  
0 qyypy                                               (12.16) 

та неоднорідні рівняння виду:  

y  ).(xfqyyp                                            (12.17) 
Такі рівняння називаються лінійними диференціальними рівняннями зі ста-

лими коефіцієнтами.  
Теореми про розв’язки однорідних рівнянь 

1. Якщо 1y  – деякий розв’язок рівняння (12.16), то 1Cyy   також буде його 
розв’язком.  

Для перевірки підставимо 1Cyy   в рівняння (12.16), враховуючи, що 

11, yCyyCy  . Тоді:   11 yCpyC .01 Cqy  
Винесемо сталу С як множник і отримаємо:  11( ypyC 0)1 qy , звідки 
,0C  а 0111  qyypy  тотожно (адже 1y  є розв’язком). 

2.  Якщо 1y  та 2y  − деякі розв’язки, то 21 yyy   також є розв’язком. Врахо-
вуємо, що 21 yyy   і 21 yyy  . 

Тоді:  
21 yy   )(0)()( 1112121 qyypyyyqyyp 0)( 222  qyypy , 

де вирази в дужках тотожно дорівнюють нулю. 
3. Якщо 1y  і 2y  є деякими розв’язками, то: 2211 yCyCy   утворює загальний 

розв’язок рівняння (1), в якому 1C  і 2C  − суттєві сталі (див. §1). Підставимо цей 
загальний розв’язок у рівняння (16): 

 0)()( 221122112211 yCyCqyCyCpyCyC  
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,0)()( 22221111  qyypyCqyypyC  де вирази у дужках тотожно дорівню-
ють нулю. 

З останньої теореми робимо важливий висновок: якби нам вдалося якимось 
чином знайти розв’язки 1y  та 2y , то без будь-якого інтегрування могли б відразу 
записати загальний розв’язок рівняння (12.16). 

Розв’язок однорідного рівняння 
Уважно розглядаючи рівняння (12.16), розуміємо, що розв’язком його не мо-

жуть бути степеневі, тригонометричні, логарифмічні, обернені тригонометричні 
функції. Самі функції та їх перша і друга похідна сильно відрізняються між собою 

(для 2

11ln
x

y
x

yxy  ), що за їх підстановки в (12.16) не дає можливості 

отримати тотожність (згадуємо, що розв'язок завжди перетворює рівняння в тото-
жність). Практично залишаються одні показникові функції, похідні яких подібні і 
самій функції, і між собою. Отже, спробуємо знайти деякий розв’язок рівняння 
(11.16) серед функцій типу kxey  . Тоді kxkx ekykey 2,  . Підставляючи в 
(11.16), отримаємо: 

 kxek 2 kxpke 0)(0 2  qpkkeqe kxkx . 
Оскільки 0kxe , то:  
                                                         02  qpkk .                                       (11.18) 
Отримане рівняння називають характеристичним. 
В розв’язку kxey   число k  має бути таким, щоб задовольняло характерис-

тичне рівняння. 
Відомо, що залежно від дискримінанта можуть бути три випадки: 
а) дискримінант ,0D  існує два різних корені 1k  і 2k ; 
б) ,0D  обидва корені дійсні й рівні (так званий двократний корінь); 
в) ,0D  дійсні корені відсутні. Але якщо уявити, що існує квадратний корінь 

з від’ємного числа (так званий уявний корінь), то отримаємо два корені рівняння. 
Загальний розв’язок однорідного рівняння залежить від дискримінанту, а то-

му за розв’язування рівняння (12.16) необхідно скласти і розв’язати характерис-
тичне рівняння. 

Випадок різних дійсних коренів 
Розв’язком характеристичного рівняння є два числа 1k  і 2k . Це означає, що 

існують два числа, за допомогою яких знаходимо розв’язки: xkey 1
1   і xkey 2

2  . 
Тоді: xkxk eCeCyCyCy 21

212211  . 
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Висновок. Якщо корені характеристичного рівняння є числа 1k  і 2k , то 
розв’язок однорідного лінійного диференціального рівняння другого порядку не-
обхідно шукати у вигляді: 

xkxk eCeCy 21
21  .                                                      (12.19) 

 

Приклад: Розв’язати рівняння 0127  yyy . 
Складаємо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 
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3

0)3()4(0127
2
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kkkk  .  Тоді 






х

х

еy
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2
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1
xx eCeCy   

Розв’язане диференціальне рівняння не вміщує x , тому його можна 
розв’язувати методом зниження порядку (див.§3, п.2), але це набагато складніше. 

Випадок дійсних рівних коренів 
Якщо дискримінант характеристичного рівняння дорівнює нулю, то корені 

цього рівняння будуть ,21 kkk   тому: 






kх

kх

еСy
еСy

22

11   kxkx eCeCy 21  

kxkx CeeCC  )( 21 . 
Отже, отримали не загальний розв’язок з двома суттєво незалежними стали-

ми, а один частковий. Необхідно знайти другий корінь. Уявимо, що нам вдалося 
незначно змінити числа p  і q  так, що розв’язками характеристичного рівняння 
стали числа kk 1 ; kkk 2  (метод Л. Ейлера). За теоремою Вієта:  

pkk  21  і .21 qkk   
Тоді:  ykkyykkykky )2(0)( 2121 ,0)(  kkk  яке необхідно 

розв’язати. Часткові розв’язки цього рівняння:  






 хkk

kх

еy
еy

2

1 . 

Згідно з теоремою про розв’язки (§4)  23 yy 1y  також буде розв’язком ди-

ференціального рівняння, тобто: 3y )1(3
)(   kxkxkxxkk eeyee  − розв’язок. 

Крім того, 
k

y


3  також буде розв’язком рівняння, тобто 
k

yy


 3
4 . Розглянемо 

граничний перехід:  





 k

yy
kk

3

040
limlim kx

kx

k

kx
kxkx

k
xe

k
ee

k
ee







 





 00
lim)1(lim  (друга визначна границя).  

Отже, kxxey 4  також буде розв’язком рівняння. Враховуючи, що kxey 1 , за-
гальний розв’язок буде мати вигляд:  

kxkx xeCeCyCyCy 214211  . 
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Висновок. Якщо корені характеристичного рівняння − однакові числа, тобто 
,21 kkk   то розв’язок лінійного однорідного диференціального рівняння II по-

рядку необхідно шукати у вигляді: 
kxkx xeCeCy 21  .                                                 (12.20) 

Приклад: Розв’язати рівняння 03612  yyy . 
Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

60)6(03612 21
22  kkkkk . 

Корені характеристичного рівняння однакові, тому: 








х

х

еy
еy

6
2
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1 .6

2
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1
xx xeCeCy   

Випадок уявних коренів 
Серед дійсних чисел відсутнє число a, для якого .02 a  Якщо деяке від’ємне 

число a  записати: ,11 2baa   де ,02 b  то  21 ba  

1 b . Якщо уявити, що існує таке число (якого серед дійсних чисел насправді 

немає), квадрат якого дорівнює 1 , то 1  буде добуватись. Позначимо це число 
буквою i  (від лат. ”imaginaries”− уявний). Тоді .112 iiii   

Якщо розв’язок характеристичного рівняння буде: Dak  , тобто 
,biak   де a  − дійсне число, а bi  − уявне, то bia  називається комплексним 

числом.                                                                    
Запис bia   називається алгебраїчною формою комплексного числа. Крім того 

існує його показникова форма у вигляді xie  та тригонометрична форма у вигляді 
xix sincos  . Одне й те ж число може записуватись у будь-якій із форм. Напри-

клад:  
xixe xi sincos  , xixe xi sincos   (формули Л. Ейлера), звідки: 

2
cos

xixi eex


 , 
i
eex

xixi

2
sin


 . 

Якщо у формулі Л. Ейлера замінити x  на nx , то отримаємо відому формулу 
 Муавра: nxinxenxi sincos  . 

Відмітимо, що )sin(cos  irbia  . 
За формулами Ейлера знаходяться наступні співвідношення: 

ieieee iiii   22 ;;1;12   та інші. 
Якщо характеристичне рівняння має два різних комплексних корені у вигля-

ді: biakbiak  21 ; , то   bxaxxbiabxiaxxbia eeeyeeey )(
2

)(
1 ;  

  bxiaxbxiaxbxiax eCeeeCeeCy 121 ( ).2
bxieC   Використовуємо формулу Муавра:  

,sincos bxibxebxi    bxe bxi cos bxisin .  
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Тоді:  
 bxCCebxibxCbxibxCey axax cos)(())sin(cos)sin(cos( 2121  

 bxCebxCCi ax cos()sin)( 321 )sin4 bxC .  
Числа 1C  і 2C  − довільні і можуть бути дійсними чи комплексними, тому 

213 CCC   і )( 214 CCiC   − можуть бути дійсними числами. Наприклад, як-
що ,3;3 21 iCiC   то  iiCC 3321 6  (дійсне число) і 

 22)2()33()( 2
21 iiiiiiCCi 2)1(   − також дійсне число. Як 

завжди, позначимо довільні сталі через 1C  і 2C  та отримаємо загальний розв’язок 
у вигляді: ).sincos( 21 bxCbxCeax   

Висновок. Якщо корені характеристичного рівняння − комплексні числа, що 
мають вигляд biak  , то розв’язок лінійного однорідного диференціального 
рівняння II порядку шукають у вигляді:  

).sincos( 21 bxCbxCey ax                                       (12.21) 
Приклад: Розв’язати рівняння .0404  yyy  
Складаємо та розв’яжемо характеристичне рівняння:  04042 kk  

ik 62  . Отже, 2a , 6b . Тоді:  
).sin6cos( 21

2 bxCxCey x   
Як підсумок параграфа можемо навести алгоритм розв’язування лінійних од-

норідних диференціальних рівнянь II порядку: 
1. Необхідно скласти характеристичне рівняння.  
2. Знайти корені характеристичного рівняння 1k  і 2k .  
3. Якщо корені дійсні й різні, то розв’язок xkxk eCeCy 21

21  . 
4. Якщо корені дійсні й рівні, то розв’язок kxkx xeCeCy 21  . 
5. Якщо корені комплексні, тобто ,biak   то розв’язок 

)sincos( bxCbxCey ax  . 
Загальний розв’язок неоднорідного рівняння 
Розглянемо неоднорідне рівняння )(xfqyypy  , яке відрізняється від 

однорідного наявністю правої частини у вигляді будь-якої функції. Нехай функція 
ny  є деякий частинний розв’язок вказаного рівняння.  

Тоді nyyy  0  є його загальним розв'язком рівняння, в якому 0y  − розв’язок 
однорідного рівняння (12.16). 

Підставимо nyyy  0  у рівняння (12.17), враховуючи, що nyyy  0  і 

nyyy  0 .  
Тоді:  )()()()( 000000 qyypyxfyyqyypyy nnn  )( nnn qyypy  

).(xf  
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Але 0000  qyypy , ( 0y  − розв’язок однорідного рівняння), а частинний 
розв’язок неоднорідного рівняння   nn ypy )(xfqyn  . В 0y  входить дві суттєво 
незалежних сталих, тому nyyy  0  є загальним розв’язком неоднорідного рів-
няння. 

Якщо рівняння має вигляд:  
)()( 21 xfxfqyypy  ,                                   (12.22) 

то nу  шукають у вигляді 
21 nn yy  , де 

1ny  − частинний розв’язок рівняння  

y  )(1 xfqyyp  ,                                           (12.23) 
а 

2ny  − частинний розв'язок рівняння  

 ypy  qy )(2 xf .                                        (12.24) 
Інакше кажучи, для того, щоб розв’язати рівняння (12.22), необхідно 

розв’язати рівняння (23) і (24), з яких знайти розв’язки  

 01 yy
1ny   і  

202 nyyy  , 

після чого записати загальний розв’язок рівняння (21) за допомогою принципу 
накладання у вигляді: 

210 nn yyyy    

Розглянемо правила знаходження ny  для деяких функцій ).(xf  
)(xf  − многочлен виду )(xPn  

Якщо права частина неоднорідного рівняння є многочленом виду  

01
1

1 ...)( AxAxAxAxP n
n

n
nn  

 , 
то частинний розв’язок ny  шукають у вигляді: 

а) ),(xQy nn   якщо ,0q  тобто 01...)( axaxaxQ n
nn  ; 

б) )(xQxy nn  , якщо ;0;0  pq  
в) ),(2 xQxy nn   якщо .0 qp  
Приклад 1: Розв’язати рівняння .2511353512 2  xxyyy  
Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння  035122 kk  

 )7()5( kk xx eCeCykk 7
2

5
1021 7;50  .  

В рівнянні q ,035  тому частинний розв’язок шукаємо у вигляді многочлена 
другого степеня (права частина рівняння − також многочлен другого степеня). 
Отже, cbxaxyn  2  є розв’язком, який перетворює диференціальне рівняння в 
тотожність. Знаходимо похідні y  та y  , які разом з y  підставимо в рівняння:  

 251135)(35)2(1222;2 22 xxcbxaxbaxaaybaxy  
 22 35)35122()3524(35 xcbaxbaax 2511 x .  

Многочлени тотожно рівні, якщо рівні коефіцієнти за невідомих з рівними 
степенями, тому: 
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1
1
1
1

2535122
113524

3535
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xxy

c
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cba
ba

a

n . 

В результаті загальний розв’язок диференціального рівняння буде:  
127

2
5

1  xxeCeCy xx . 
Приклад 2: Розв’язати рівняння .58217 2  xxyy  
Характеристичне рівняння:  

;00)7(072  kkkkk  
.7 7

210
7

2
0

10
xxx eCCyeCeCyk   

У рівнянні ,0q  тому частинний розв’язок шукаємо у вигляді: 
)( 2 cbxaxxyn  . 

Тоді: baxycbxaxycxbxaxy nnn 2623 223  . Підставимо в 
рівняння:  5821)23(726 22 xxcbxaxbax  

 5821)72()146(21 22 xxcbxbaax  

xxxy
c
b
a

cb
ba

a

n 

























 23

1
1
1

572
8146

2121
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 Загальний розв’язок буде: xxxeCCy x  237
21 . 

)(xf  – показникова функція виду mxAe  
Частинний розв’язок шукають у вигляді: 
а) ,mx

n aey   якщо m  − не корінь характеристичного рівняння; 
б) ,mx

n axey   якщо m  − один з коренів характеристичного рівняння; 
в) ,2 mx

n eaxy   якщо m  двократний корінь характеристичного рівняння. 
Приклад 1: Розв’язати рівняння .63512 4xeyyy   
Характеристичне рівняння має корені .7;5 21  kk  Тоді: 0y .7

2
5

1
xx eCeC   

Показник степеня 4m  не співпадає ні з одним коренем, тому: 

n
x

n yaey  4 .164 44 x
n

x aeyae   
Підставляємо в рівняння і отримаємо:  

 26363541216 444444 aeaeeaeaeae xxxxxx  .2 4 x
n ey    

Загальний розв’язок рівняння: .2 47
2

5
1

xxx eeCeCy   
Приклад 2: Розв’язати рівняння .8168 4 xeyyy   
Характеристичне рівняння 40)4(0168 22  kkkk . Розв’язок од-

норідного рівняння: .4
2

4
10

xx xeCeCy    
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Двократний корінь однорідного рівняння співпадає зі степенем показникової 
функції диференціального рівняння, тому:  

 xxx
n

x
n exxaeaxaxeyeaxy 4242442 )2(242  

 xx
n exxaexay 424 )2(8)41(2 )881(2 24 xxae x  . 
За підстановки в рівняння отримаємо:  

 xxxx eeaxxxaexxae 4422424 816)2(16)881(2  
 48)8168881(2 42224 aexxxxxae xx  

.44 44
2

4
1

4 xxxx
n exeCeCyey   

)(xf  –  функція виду mx
n exP )(  

Частинний розв’язок рівняння шукають у вигляді: 
а) ,)( mx

nn exQy   якщо m  не є коренем характеристичного рівняння; 
б) mx

nn exxQy )( , якщо 1km   або 2km  ; 
в) ,)(2 mx

nn exQxy   якщо .21 kkkm   
Якщо в правій частині неоднорідного рівняння многочлен є числом, тобто 

,)( mxmx
n AeexP   то маємо частковий випадок, розглянутий у пункті 2. 

Приклад: Розв’язати рівняння .)543(3512 42 xexxyyy   
Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння 035122  kk :  

k .7;5 7
2

5
10

xx eCeCyk   З умови ,4m  тобто ;5m  m 7. Отже, частинний 
розв’язок шукаємо у вигляді: .)( 42 x

n ecbxaxy   
 bxbaaxecbxaxebaxy xx

n )2(24()(4)2( 2424 xec 4)4    
 bxbaaxebaaxy x

n )2(24(4)428( 24 xec 4)4  xbaax )(88(2 2  
.)84 4 xecba   

Підставляємо в диференціальне рівняння і отримуємо: 
 bxaxaxecbabxaxax x 424(12)1682161616( 242  24 (35)4 axecb x   

 2424 3()543() axexxecbx xx  xecbaxba 4)342)38(  
242 3)543( axexx x   cbaxba 342)38( .543 2  xx  

З тотожності отримаємо систему лінійних рівнянь: 

x
n exxy

c
b
a

cba
ba

a
42 )34(

3
4
1

5342
438

33



























. 

 Загальний розв’язок рівняння буде: .)34( 424
2

4
1

xxx exxeCeCy   
)(xf  – тригонометрична функція виду cosA sinBx  x  
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Права частина рівняння є сумою функцій, тому використовуємо принцип на-
кладання, згідно з яким частинний розв’язок рівняння шукають у вигляді суми 
двох частинних розв’язків. 

Частинний розв’язок шукаємо у вигляді: 
а) xbxayn  sincos  , якщо i  не є коренем характеристичного рівняння; 
б) ),sincos( xbxaxyn    якщо i  − корінь характеристичного рівняння. 
Приклад 1: Розв’язати рівняння  .3sin123cos1865 xxyyy   
Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння  0652 kk  21 k , 
32 k . 

.3
2

2
10

xx eCeCy   
Корені рівняння дійсні, тому: 

 ny  xbxa 3sin3cos  xbxayn 3cos33sin3 .3sin93cos9 xbxay n    
Підставимо в рівняння і отримаємо:  

xa 3cos9  xaxbxaxb 3cos6)3cos33sin3(53sin9 xb 3sin6  
 xx 3sin123cos18  axba 15(3cos)153(  xxb 3cos183sin)3 x3sin12 . 

З тотожності отримаємо систему рівнянь: 
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1
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ba
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ba

 

.3sin3cos xxyn    
Загальний розв’язок рівняння:  

xeCy 2
1 .3sin3cos3

2 xxeC x   
Приклад 2:  Розв’язати рівняння .2sin122cos84 xxyy   
Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння  404 22 kk  

ik 2 . 
Тоді: 

.2sin2cos 210 xCxCy   
Значення ii 2  співпадає з коренями характеристичного рівняння, тому 

 )2cos22sin2(2sin2cos)2sin2cos( xbxaxxbxayxbxaxy nn  
 xbxaxbyxbaxxbxa n 2sin)2(22cos22sin)2(2cos)2( xa 2sin2  

 xbax 2cos)2(2 )44(2cos)44( bxaxaxb  .2sin x   
Підставивши значення ny  і ny   у рівняння, отримаємо:  

 )2sin2cos(42sin)44(2cos)44( xbxaxxbxaxaxb  xx 2sin122cos8  
.2sin122cos82sin42cos4 xxxaxb    

З тотожності випливає: .
3

2
124
84
















a
b

a
b
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Отже, частинний розв’язок матиме вигляд: ny ).2cos32sin2( xxx   
А загальний розв’язок диференціального рівняння:  

).2cos32sin2(2sin2cos 21 xxxxCxCy   
 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Розв’язати диференціальні рівняння методом пониження порядку: 
11.56. 0 уух ; 11.57. 21 ууу  ; 
11.58. 0 уху ; 11.59. xуу sin ; 
11.60. 12 yy ; 11.61. 22 )(2 yyyy  ; 
11.62. 21 хyх  ; 11.63. 02 2  уху ; 

11.64. хехуух 2 ; 11.65. хх
х
уу 



 2

1
; 

11.66.   32 21 хухух  ; 11.67. xtgхуу 2sin ; 
11.68.   0343 2  ууу ; 11.69.   021 2  ууу . 
Знайти частинний розв’язок заданого рівняння: 
11.70. 2yyy  , 0)0()0(  yy ; 11.71. ;)( 2yyy  , 3)0(;1)0(  yy ; 
11.72. )(32 2yyy  , 1)1()1(  yy ; 11.73. ;ln xyyx  , 1)1()1(  yy ; 
11.74. ;2 xexyyx  , 0)0(;1)0(  yy ; 
11.75. ;2sin xtgxyy  , 0)0(;1)0(  yy ; 
11.76. 123  yxyx , 1)1()1(  yy . 
Знайти загальні розв’язки лінійних однорідних диференціальних рівнянь: 
11.77. 032  ууу ; 11.78. 02  ууу ; 
11.79. 03  уу ; 11.80. 054  ууу ; 
11.81. 04  уу ; 11.82. 04  уу . 
Знайти загальні розв’язки лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь: 
11.83. 22  ууу ; 11.84. 4 уу ; 
11.85. 122  ууу ; 11.86. 12 2  хуу ; 
11.87. хеууу 256  ; 11.88. хеууу 3934  ; 
11.89. ххеуу  ; 11.90. хехуу 242  ; 
11.91. xsіnхyуy cos32256  ; 11.92. xyy cos34  . 

Індивідуальне завдання 
1. Розв’язати диференціальне рівняння методом пониження порядку: n хуу  . 
2. Знайти загальний розв’язок лінійного однорідного диференціального рівняння: 
а) 02 2  уnуnу ; б) 02  nу ; в)   022  nууnу . 
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3. Знайти загальний розв’язок лінійного однорідного диференціального рівняння: 
а)    11 2  nnxxnууnу ; б)   xnyny cos12  , 
де n – номер студента за списком. 
 
§ 3. Загальний метод розв’язування неоднорідних диференціальних рівнянь  

II порядку (метод Лагранжа або варіації довільних сталих) 
В попередньому параграфі розглянуто методи знаходження розв’язків неод-

норідних рівнянь виду )(xfqyypy   тільки для деяких специфічних функ-
цій у правій частині рівняння. Якщо вигляд )(xf  відрізняється від вигляду розг-
лянутих функцій, то застосувати наведені методи знаходження розв’язків рівнянь 
неможливо. Для таких випадків існує запропонований Лагранжем загальний ме-
тод розв’язування диференціальних рівнянь, названий методом варіації довільних 
сталих. Згідно з цим методом на розв’язок однорідного рівняння 0y 2211 yCyC   
накладається умова: замість чисел 1C , 2C  підібрати такі функції )(1 xC  та )(2 xC за 
яких:  

2211 )()( yxCyxCy                                              (12.25) 
буде розв’язком неоднорідного рівняння. Таким чином, на дві невідомі функції 
накладено одну умову, тому для однозначності вибору функцій необхідна ще од-
на. За другу умову (для полегшення розв’язку) виберемо твердження: нехай )(1 xC  
і )(2 xC  будуть такими, щоб y  мала той же вигляд, який вона має при сталих кое-
фіцієнтах, тобто виконувалась умова:  

2211 )()( yxCyxCy  .                                       (12.26) 
Але  2222111 )()()()( yxCyxCyxCyxCy  ))()(( 2211 yxCyxC  

))()(( 2211 yxCyxC  , звідки:  
0)()( 2211  yxCyxC .                                      (12.27) 

Знаходимо з (12.26) другу похідну: 22221111 )()()()( yxCyxCyxCyxCy  , 
тоді ).)()(())()(( 22112211 yxCyxCyxCyxCy    

Підставимо отримані значення y , y , y   в )(xfqyypy  :  
 112211 )(())()(( yxCyxCyxC  11221122 )(())()(()( yxCqyxCyxCpyxC ))( 22 yxC  

 22111111 )(())())()(()( yxCyxqCyxpCyxCxf 22 )( yxpC  
 1122 )(())( yxCyxqC ).())( 22 xfyxC   

Розв’язки 1y  і 2y  − частинні розв’язки однорідного рівняння, тому вирази у 
перших двох дужках тотожно дорівнюють нулю, тобто:  

0)()()( 111111  yxqCyxpCyxC  і .0)()()( 222222  yxqCyxpCyxC   
Тоді:  
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).()()( 2211 xfyxCyxC                                       (12.28) 
Це рівняння є результатом накладання другої умови. Зводимо рівняння 

(12.27) і (12.28) у систему: 








)()()(
0)()(

2211

2211

xfyxCyxC
yxCyxC .                                     (12.29) 

Із системи знаходимо невідомі )(1 xC  і )(2 xC , інтегрування яких дає можли-
вість знайти )(1 xC  і )(2 xC . 

Приклад: Розв’язати рівняння .
2cos

44
x

yy   

Розв’язок характеристичного рівняння: ikk 2042  , тоді: ;2cos1 xy   
 xy 2sin2 xCxCy 2sin2cos 210  .  

Знаходимо похідні: xyxy 2cos2;2sin2 21  . Запишемо систему:  























x
xCxC

xCxC

x
yCyC

yCyC

2cos
42cos22sin2

02sin2cos

2cos
4
0

21

21

2211

2211  












x
xCxC

xCxC

2cos
22cos2sin

02sin2cos

21

21
                                                                    (*)  

Помножимо перше рівняння на ,2sin x  а друге − на x2cos  і отримаємо: 








22cos2cos2sin
02sin2cos2sin

2
21

2
21

xCxxC
xCxxC .  

За додавання рівнянь отримаємо: .22)2cos2(sin 2
22

2  CxxC  Підстави-
мо його в (*) і отримаємо:  02sin22cos1 xxC .221 xtgC   

Знаходимо функції )(1 xC  і )(2 xC : 32 2)( CxxC  ;  

  







t
dt

dtx
tx

dx
x
xxdxtgxC

2
2

2sin2
2cos

2cos
2sin222)(1

44 2coslnln CxCt
t
dt

  . 

Підставляючи отримані значення функцій у рівняння (12.24), отримаємо:  
 xCxCxCxxCxy 2sin2cos2sin)2(2cos)2cos(ln 3434  xx 2cosln2cos  

xx 2sin2  . 
Позначимо довільні сталі більш звичними 1C  і 2C , після чого розв’язок рів-

няння запишемо:  
.2sin22cosln2cos2sin2cos 21 xxxxxCxCy   

Отримали розв’язок:  xxyxCxCy n 2sin2;2sin2cos 210 .2cosln2cos xx   
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§ 4. Системи диференціальних рівнянь 
Розглянемо систему з двох диференціальних рівнянь I порядку у вигляді 

,
),,(
),,(

2

1








zyxfz
zyxfy

 

яку називають нормальною.  
Розглянемо алгоритм розв’язування таких систем: 
1. Продиференціювати рівняння ),,( zyxfy   і отримати y  . 
2. Замінити в отриманому рівнянні значення z  другим рівнянням системи.  
3. Знайти з першого рівняння системи значення z  і його також підставити у 

знайдене вище рівняння з y  . 
4. Отримати рівняння II порядку, яке вміщує змінну x  та функцію у разом з її 

похідними y  та y  . 
5. Розв’язати рівняння II порядку і знайти y . 
6. Знайти y  і, підставляючи його та y  у перше рівняння системи, знайти z . 

Приклад:  Розв’язати систему диференціальних рівнянь 







zyz
zyy

.  

Диференціюємо перше рівняння:  zyy zyyzyyy  )(     (*)  
З першого рівняння системи знаходимо:  yz .y                                          (**)   
Підставляємо отримане значення z  в (*):  

 yyyyyyy 2  ikkky 102202 2  
 xCey x cos( 1 ).sin2 xC  

Один розв’язок знайдено. Знаходимо y  і підставляємо її в (**):  
 xCCexCxCexCxCey xxx cos)()cossin()sincos( 212121  

 )sincos()sin)( 2112 xCxCezyyzxCC x  xCCe x cos)(( 21  
 xCexCC x sin()sin)( 122 )cos2 xC  це другий розв’язок.  

Запишемо розв’язки в систему: .
)cossin(
)sincos(

21

21








xCxCez
xCxCey

x

x

 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Розв’язати системи диференціальних рівнянь: 

11.93. 







zyz
zyy

5
3

; 11.94. 







x

x

eyz
ezy

3

3

5
; 

11.95. 







zyz
zуy
63

; 11.96. 







xyz
xzy
24

2

; 
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11.97. 







zyz
zyy

2
4

; 11.98. 







x

x

eyz
ezy
24

; 

11.99. 







zyxz
zyxy 432

; 11.100. 







xzyz
xzyy

sin2
cos42

; 

11.101.







25,1
4241

xzyz
zyxy

; 11.102. 







yxz
xzyy

sin3
cos2

. 

Індивідуальне завдання 

Розв’язати систему диференціальних рівнянь:  






znyz
nzyy

1
, де n – номер 

студента за списком. 
Запитання до розділу ХІІ 

1. Які рівняння називаються диференціальними? 
2. Як визначається порядок диференціального рівняння? 
3. Що називається розв’язком диференціального рівняння? 
4. Що таке суттєво незалежні сталі? 
5. Що таке частинний та загальний розв’язок диференціального рівняння? 
6. Яке рівняння називається рівнянням з відокремленими змінними? 
7. Що таке рівняння зі змінними, які відокремлюються? 
8. Яке правило відокремлення змінних? 
9. Що таке лінійне рівняння I порядку з правою частиною? 
10. В чому полягає метод Й. Бернуллі? 
11. Яке рівняння називається однорідним? 
12. Що таке рівняння в повних диференціалах? 
13. Які рівняння II порядку допускають пониження порядку? 
14.  Що таке лінійне однорідне рівняння II порядку? 
15. Як утворюється характеристичне рівняння? 
16. Який вигляд має розв’язок однорідного рівняння II порядку за додатного, 

від’ємного та нульового дискримінанту? 
17. Що таке неоднорідне рівняння II порядку? 
18. Як знаходиться частинний розв’язок неоднорідного рівняння для правої 

частини у вигляді: а) многочлена; б) показникової функції; в) добутку многочлена 
на показникові функції; г) тригонометричної функції? 

19. Як знаходиться частинний розв’язок неоднорідного рівняння, права час-
тина якого є сумою функцій? 

20. В чому полягає зміст методу варіації довільних сталих?  
21. Як розв’язуються системи, складені з двох диференціальних рівнянь пер-

шого порядку? 
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XІІІ. РЯДИ 

§ 1. Основні поняття і теореми 
Нехай задана нескінченна послідовність чисел ,...,...,, 321 nuuuu   

Озн. Числовим рядом називають суму членів заданої послідовності  

......321  nuuuu                                 (13.1) 

А самі числа ,...,...,, 321 nuuuu  називаються членами ряду.  

Озн. Якщо члени ряду − додатні числа, то ряд називається 
знакопозитивним.  

Озн. Якщо серед членів ряду зустрічаються додатні та від’ємні числа, то 
ряд називається знакозмінним.  

Озн. Якщо у знакозмінному ряді спостерігається почергова зміна знаку, 
то він називається знакопочерговим.  

Наприклад, ряд ...1...
3
1

2
11

n
  є знакопозитивним, ряд 

...
6
1

5
1

4
1

3
1

2
11   − знакозмінним, а ряд ...

2
1

12
1...

4
1

3
1

2
11

nn



  − 

знакопочерговим. 

Розглянемо основні поняття на прикладі знакопозитивного ряду. 
Частковою сумою членів ряду називається сума перших k  членів, яка 
позначається kS . Тоді: ;11 uS   

;212 uuS   

;3213 uuuS   

 ...321 uuuS k ;ku  

nkn uuuuuS  ......321 . 

Озн. Якщо nn
S


lim  існує у вигляді скінченного числа, тобто ,lim SSnn




 то 

ряд (15.1) буде збіжним, а число S  – сумою ряду.  
Наприклад, відома зі школи спадна геометрична прогресія, знаменник 

якої дорівнює ,2
1 є числовим рядом:  
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                                           ...
2
1...

8
1

4
1

2
11 1 

n                             (13.2) 

сума якого дорівнює  2
5,01

1 


. 

Дійсно, ;5,12 S
 

875,1
8
714 S  ...  .9921875,1

128
127110 S  

Озн. Якщо границя nn
S


lim

 
необмежена або не існує, то ряд (12.1) буде 

розбіжним і суми не матиме. Наприклад, ряд  22 … ...2  буде 
розбіжним, бо його часткова сума    

n
nS 2...222 n2 . 

Основні теореми 
 Теорема 1. Якщо з ряду (12.1) вилучити декілька членів і при цьому 

отриманий ряд збіжний, то ряд (12.1) також буде збіжним, тобто якщо 
збігається ряд  

......7654 
n

uuuuu ,                           (13.3) 

то ряд  

......7654321  nuuuuuuuu  

також збігається. 

Теорема 2. Якщо ряд (15.1) збіжний, то ряд, отриманий з ряду (13.1) 
вилученням декількох членів, також збіжний, тобто із збіжності ряду 

......54321  nuuuuuu  

випливає збіжність ряду  

......543  nuuuu . 

Теорема 3. Множення членів ряду на сталу не впливає на його збіжність: 
якщо ряд (12.1) збіжний, то ряд  

......321  ncucucucu  

також збіжний. 

Теорема 4. Якщо ряд (12.1) збіжний і має суму 1S  і ряд  
 ......321  nvvvv                                (13.4) 
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також збіжний і має суму 2S , то ряди, утворені додаванням та відніманням 
членів з однаковими номерами, будуть збіжними і мати відповідно суми 

21 SS   та 21 SS  , тобто:  

21332211 ...)()()( SSvuvuvu   

 і  

 ...)()()( 332211 vuvuvu 21 SS  . 

Теорема 5. Якщо ряди (13.1) і (13.4) такі, що ;.11 vu   ;22 vu  …
 

nn vu  , а 

ряд (13.1) розбіжний, то ряд (13.4) також буде розбіжним. 
Теорема 6. Якщо ряди (13.1) і (13.4) такі, що ;11 vu   ;...;22 vu  33 vu  , a 

ряд (13.1) збіжний, то ряд (13.4) також збіжний. 
Останні дві теореми називаються порівняльними і мають широке 

практичне застосування за дослідження збіжності рядів.  

Приклад: Обчислити суму заданого ряду: 

а)   ...
1

1...
43

1
32

1
21

1











 nn
;             б) ...

23
1...

12
1

6
1

3
1

1 


n .  

Розв’язання:  

а) Для знаходження суми ряду   ...
1

1...
43

1
32

1
21

1











 nn
скористаємося 

тотожністю:   1
11

1
1




 kkkk
. Тоді сума може бути представлена у 

вигляді: 
1

11
1

11...
4
1

3
1

3
1

2
1

2
11



















 






 






 

nnn
S . 

Тоді 


S
x
lim

x
lim 1

1
11 











n
.  

Тобто ряд збігається і його сума дорівнює 1. 



253 
 

б) Для ряду ...
23
1...

12
1

6
1

3
1

1 


n  винесемо спільний множник 
3
1  за 

дужки: 





 


...

2
1...

2
1

2
1

2
11

3
1

132 n . В дужках одержали ряд, що являє 

собою нескінченну прогресію, знаменник якої 
2
1

q .  

Тоді 2

2
11

1
1

1 






q

bS . Отже, сума заданого ряду 
3
22

3
1

S . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Записати можливий загальний член ряду: 

12.1. ...
16
1

8
1

4
1

2
1

 ; 12.2. ...
54

1
43

1
32

1
21

1












; 

12.3. ...
10000

4
1000

3
100

2
10
1

 ; 12.4. ...
8
1

6
1

4
1

2
1

 ; 

12.5. ...
3
3

2
2








sіnsіnsіn ; 12.6. ...

6
3

2
2








соsсоsсоs ; 

12.7. ...
97

1
75

1
53

1
31

1












; 12.8. ...

1114
1

79
1

54
1










; 

12.9. ...0004,1003,102,11,1   12.10. ...
6
5

5
4

4
3

3
21  ; 

Обчислити суму заданого ряду:  

12.11. ...
64
1

16
1

4
11  ; 12.12. ...

16
3

8
3

4
3

2
33  ; 

12.13. ...0004,1003,102,11,1  ; 12.14. ...
10000

1
1000

1
100

1
10
1

 ; 

12.15. ...
81
1

27
1

9
1

3
11  ; 12.16. ...

81
16

27
8

9
4

3
21  ; 

12.17. ...
16
1

8
1

4
1

2
11  ; 12.18. ...

53
1

42
1

31
1










; 

12.19. ...
75

1
53

1
31

1









 12.20. ...

34
1

23
1

12
13 








 ; 

Індивідуальне завдання 

Обчислити суму заданого ряду: 
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            ...
1

1...
32

1
21

1
1

1











 nnNNNNNN
 

 
§2. Необхідна ознака збіжності рядів 

У теорії рядів з’ясування питання про збіжність ряду має більше 
значення, ніж питання про знаходження його суми. 

Розглянемо ряд ......321  nuuuu  .  
Якщо ряд (13.1) такий, що ...,...321  nuuuu то ряд буде розбіжним. 

Наприклад, ряд з натуральних чисел ......321  n  є розбіжним. 
Частинна сума ряду за додавання наступного числа зростає на ціле число. 
Розбіжним буде також ряд, складений з однакових чисел. Так, ряд  

...2222   
буде розбіжним (кожен наступний член збільшує суму на дві одиниці). Тому 
можемо говорити тільки про збіжність спадного ряду, у якого кожен 
наступний член менший попереднього (додавання наступних членів збільшує 
суму на все менше число).  

Можемо стверджувати: у збіжному ряді (13.1) завжди 
                 

                                    
0lim 

 nn
u                                             (13.5) 

Розглянемо ряд  

...1...
3
1

2
11

n
 ,                                       (13.6) 

який називається гармонічним. В цьому ряді також .011lim 



 nn

 Щоб 

зрозуміти, збіжний ряд чи розбіжний, використаємо порівняльні теореми. 
Для цього запишемо більшу кількість членів: 

...
17
1

16
1

15
1

14
1

13
1

12
1

11
1

10
1

9
1

8
1

7
1

6
1

5
1

4
1

3
1

2
11   і 

створимо з її членів групи, починаючи з третього члена: перша група вміщує 
два члени, друга − чотири, третя − вісім і т.д. Отримаємо:  







 






 






 

    
8

16
1

15
1

14
1

13
1

12
1

11
1

10
1

9
1

4
8
1

7
1

6
1

5
1

2
4
1

3
1

2
11

 

...

32
64
1...

33
1

16
32
1...

17
1 
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Складемо допоміжний ряд таким чином: в першій групі число 
3
1  

замінимо меншим числом 
4
1 , у другій групі три перших числа − меншим 

числом 
8
1  (останнім у групі), у всіх інших групах аналогічно всі попередні 

члени групи замінимо останнім членом групи. Отримаємо:  







 






 






 


8

16
1...

16
1

4
8
1...

8
1

2
4
1

4
1

2
11 






 






  ...

32
64
1...

64
1

16
32
1...

32
1

  
 


2
1

2
1

2
1

2
11

…
 

Ряд розбіжний, тому що члени ряду не зменшуються. Але цей ряд 
складений з гармонічного ряду шляхом заміни більших членів меншими. 
Тому на підставі п’ятої теореми гармонічний ряд розбіжний. 

На підставі цієї ж теореми ряд  

                                             
...1...

3
1

2
11 

n
                            (13.7) 

буде розбіжним, тому що члени ряду більші відповідних членів розбіжного 

гармонічного ряду (
2
1

2
122   і т.д.).  

Аналогічно ряд  

                                             
...1...

3
1

2
11 222 

n
                                (13.8) 

збіжний, тому що члени цього ряду менші відповідних членів ряду (13.2), 
який як спадна геометрична прогресія (будь-яка спадна геометрична 

прогресія зі знаменником q  має суму 
q

S



1

1 ) належить до збіжних рядів.  

Приклад: Чи виконується необхідна ознака збіжності ряду 


 1
2 1
2

n n
n . 

Розв’язання: 

Знайдемо границю загального члена 
1

2
2 


n

nU n  за необмеженого зростання 

його номера n: 
 nx

Ulim
x

lim 
1

2
2n

n
x

lim 0
1
0

1

2

22

2

2




nn
n

n
n

. 
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Отже, необхідна умова збіжності 0lim 
 nx

U  виконується. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ  
Перевірити, чи виконується необхідна ознака збіжності рядів: 

12.21. 
12

2...
7
6

5
4

3
2




n
n ; 12.22. 2

12...
9
5

4
31

n
n 

 ; 

12.23. 21
...

10
3

5
2

2
1

n
n


 ; 12.24. 
11000

...
2001

2
1001

1



n

n ; 

12.25. 
n

n 1...
3
4

2
32 

 ; 12.26. 31
1...

28
1

9
1

2
1

n
 ; 

12.27. 
12

1...
7
1

5
1

3
1




n
; 12.28. 

12
1...

7
1

5
1

3
11




n
; 

12.29. 
!

1...
!3

1
!2

1
!1

1
n

  12.30. 
!

1...
10
1

4
1

2
1

nn 
 ; 

Індивідуальне завдання 

Перевірити виконання необхідної ознаки збіжності ряду 


 1 1n
Nn
Nn ,  

де N – номер студента за списком. 

 

§3. Достатні умови збіжності 
Ознака Даламбера 
Якщо знакопозитивний ряд  

......4321  nuuuuu  
такий, що  

                                                        
,lim 1 l

u
u

n

n

n



                                        (13.9) 

то ряд (13.1) буде збіжним при 1l  і розбіжним за умови ,1l  а за 1l  
ознака відповіді не дає (ряд може бути збіжним чи розбіжним). 

Приклад:  Дослідити на збіжність ряд: 
!

1...
4321

1
321

1
21

11
n












Розв’язання:  Якщо nu
!

1
n

 то 1nu  !1
1
n

.   
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Тоді  
    1

1
1!

!
!1

!

!
1

!1
1

1










nnn
n

n
n

n

n
u
u

n

n .  

Обчислимо границю цього виразу: 101
1

1lim 



 nn

 – ряд збіжний.  

Приклад: Дослідити на збіжність гармонічний ряд:  

...1...
3
1

2
11 

n  
.  

Розв’язання: 1
1

limlim 1 







 n
n

u
u

n
n

n

n
.  

Ознака відповіді не дає, але, як ми знаємо з попереднього параграфу, цей 
ряд розбіжний. 

Приклад: Дослідити на збіжність ряд:  

  ...
1

1...
413

1
32

1
21

11 












nn

 

Розв’язання: 1
2

lim
)2)(1(

)1(limlim 1 












 n
n

nn
nn

u
u

nn
n

n

n
, але ряд збіжний. 

Ознака Коші 
Якщо для знакопозитивного ряду ......321  nuuuu   існує  
 

,lim lun
nn



                                           (13.10) 

то за 1l  ряд збіжний, за 1l  − розбіжний, а за 1l  ознака відповіді не дає. 

Приклад: Дослідити на збіжність ряд: ...1...
3
1

2
11 32  nn

 

Розв’язання: 1011lim1lim 



 nn n

n
nn

  – ряд збіжний. 

Інтегральна ознака  
Якщо у знакопозитивному ряді ......321  nuuuu  виконується умова    

......321  nuuuu  і існує така функція ),(xf  для якої справедливо 

;)1( 1uf   ,)2( 2uf  ,)3( 3uf  ,...)(..., nunf  , то ряд (15.1) буде збіжним, 

якщо невласний інтеграл 


1

)( dxxf збіжний, і розбіжним, якщо інтеграл 

розбіжний. 

Приклад : Дослідити на збіжність гармонічний ряд  .1
1



n n
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Розв’язання: Складемо функцію 
x

xf 1)(  , яка задовольняє ознаку. 

Отримаємо: 

 


 b

b x
dx

x
dx

11

lim .ln)1ln(lnlimlnlim
1




bx
b

b

b
 Інтеграл розбіжний. 

Отже, ряд також розбіжний (ознака Даламбера відповіді не давала). 

Приклад: Дослідити на збіжність ряд 


 1 )1(
1

n nn
.  

Розв’язання: Складемо функцію: 













   



dx

xxxx
dx

xx
dx

xx
xf

b b

bb
)

1
11(lim

)1(
lim

)1()1(
1)(

1 1 1

 










)
2
1ln

1
(lnlim

1
lnlim))1ln((lnlim

1
1 b

b
x

xxx
b

b

b

b

b
 







2ln2ln1ln
2
1ln

1
limln

b
b

b
 інтеграл збіжний, тому ряд також 

збіжний. 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Користуючись ознакою Даламбера, дослідити на збіжність ряди: 

12.31. 





1 2

12
n

n

n ; 12.32.  


 1 122
3

n
n

n

n
; 

12.33. 


1 10
!

n
n

n ; 12.34. 


1

2

3n
n

n ; 

12.35. 





1
12n

nntg  ; 12.36.  



 


1 !2
!1

n
n n

n ; 

12.37. 


1

2

2n
nsіnn  ; 12.38.  



1

3

!2n n
n ; 

Користуючись радикальною ознакою Коші, дослідити на збіжність ряди: 

12.39. 
2

1 13
1 n

n
n n

n












; 12.40. 

n

n n
n













1 12
; 

12.41. 


1 2n
n

nsіn  ; 12.42. 


1

1
n

n

n
arctg . 

Користуючись інтегральною ознакою Коші, дослідити на збіжність ряди: 

12.43. 


 1
23

2
n n

; 12.44. 


2
2ln

2
n nn

; 
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12.45. 


 1 13
1

n n
; 12.46. 



 1
21

1
n n

; 

12.47. 


 1
23

2
n n

; 12.48. 


2 ln
2

n nn
. 

Індивідуальне завдання 

Дослідити на збіжність ряди: 

а) 





1n

nN
NNn ; б) 

n

n Nn
n













1 1
; в)   



 1 31
1

n NnNn
; 

де N – номер студента за списком. 

 
§4. Знакозмінні ряди 

Якщо члени знакопочергового ряду  
...4321  uuuu                                   (13.11) 

такі, що 1u ...432 uuu   і  
0lim 

 nn
u ,                                            (13.12) 

то ряд буде збіжним (ознака Лейбніца). 

Наприклад,  ряд ...
4
1

3
1

2
11 

 
збіжний, тому що ...

4
1

3
1

2
11   і 

.011limlim 



 n

u
nnn

 

На відміну від знакопочергового у знакозмінного ряду знак ”−” може 
бути розташований довільним чином (не обов’язково за знаком ”+” буде знак 
”−”), тому знакопочерговий ряд є частковим випадком знакозмінного ряду. 

Озн. Якщо знакозмінний ряд  
...4321  uuuu ,                                    (13.13) 

члени якого можуть бути як додатними, так і від’ємними, є таким, що ряд 

...4321 uuuu  ,                                       (13.14) 
складений з абсолютних величин його членів, буде збіжним, то цей 
знакозмінний ряд буде збіжним і називається абсолютно збіжним рядом. 

Озн. Якщо знакозмінний ряд (13.13) збіжний, а ряд (13.14), складений з 
абсолютних величин його членів, буде розбіжним, то цей знакозмінний ряд 
називається умовно збіжним.  
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Наприклад, ряд ...
4
1

3
1

2
11 

 
 умовно збіжний, тому що гармонічний 

ряд (13.7) розбіжний, а ряд  ...
!4

1
!3

1
!2

11   абсолютно збіжний, бо ряд, 

складений з абсолютних величин його членів, як було показано, збіжний. 
Зауваження 1: Якщо знакозмінний ряд збігається абсолютно, то будь-

яка перестановка членів ряду місцями не впливає на його збіжність та суму; 
Зауваження 2: Якщо знакозмінний ряд збігається умовно, то 

перестановка місцями членів ряду може змінити суму ряду і навіть зробити 
його розбіжним. 

Розглянемо збіжний знакозмінний ряд ...
4
1

3
1

2
11  . Суму вказаного 

ряду позначимо через .S  Переставимо члени ряду (пам’ятаємо, що їх безліч) 
так, щоб за кожним додатним членом знаходилось два від’ємних. Отримаємо:  







 

4
1

2
11 






 

8
1

6
1

3
1 






  ...

12
1

10
1

5
1

 







 

4
1

2
1 






 

8
1

6
1 






  ...

12
1

10
1 S

2
1...

4
1

3
1

2
11

2
1 






  . 

Застосування наведеної перестановки зменшило суму ряду у 2 рази. 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

З’ясувати, які з поданих рядів абсолютно збіжні, які неабсолютно, які 
розбігаються: 

12.49. 
3

sin
1

n
n






; 12.50.    1ln
11

1 




 nn

n ; 

12.51.  
nn

n 11
1





 ; 12.52.    1
11

1 




 nnn

n ; 

12.53.  
 3

1

1

2
11
nn

n




 ; 12.54.     21
11

1 




 nnnn

n ; 

Індивідуальне завдання 

Дослідити ряд на абсолютну збіжність  
 N

n

n

Nn
11

1





 , де N – номер студента 

за списком. 

§ 5.Функціональні ряди 
Озн.  Ряд  ...)(...)()()()( 4321  xuxuxuxuxu n                           (13.15) 
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називається функціональним, якщо всі )(xuk  – певні функції. Якщо в цих 
функціях замість змінної x  підставити сталу, то функціональний ряд 
перетвориться в числовий. З одного і того ж функціонального ряду можливо 
отримати будь-яку кількість числових рядів (достатньо тільки змінити 
значення сталої). Отримані числові ряди можуть бути збіжними чи 
розбіжними.  

Озн. Сукупність всіх значень x , за яких функціональний ряд буде 
збіжним, називається областю збіжності ряду (рис.13.1). 

 розбіж.     збіжн.     розбіж. 
 

 

 x1 x2 

Рис. 13.1. 

Наприклад, ряд ...1111 32 
ххх

 буде розбіжним на інтервалі  1;1  і 

збіжним на інтервалах  1;  та  ;1 .  
Озн. Функціональний ряд ...)(...)()()()( 4321  xuxuxuxuxu n

називається мажорантним для  bax ; , якщо існує такий збіжний 
знакопозитивний числовий ряд  ......321  nvvvv , для якого на інтервалі 
 ba;  справедливо:  

;...)(;...)(;)(;)( 332211 nn vxuvxuvxuvxu  . 
Наприклад, ряд  

...cos...
3

3cos
2

2cos
1

cos
2222 

n
nxxxx  

буде мажорантним на всій числовій осі, бо існує збіжний числовий ряд  

...1...
3
1

2
11 222 

n
, 

для якого ,1cos x  12cos x  і т.д.  

З теорії рядів відомі три важливих для подальшого вивчення висновки: 
Висновок 1. В області мажорантності  ba;  функціональний ряд має 

суму у вигляді деякої неперервної функції, тобто:  
),(...)()()( 321 xSxuxuxu   

де )(xS  як сума ряду є неперервна функція на інтервалі  ba; .  
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Висновок 2. Якщо мажорантний на  ba; функціональний ряд має суму 
),(xS  то цей ряд в області мажорантності можна почленно інтегрувати (рис. 

13.2),  тобто: 
                                                 обл. збіжності 
 

                                                                                                          х 

 a     x b 

Рис. 13.2. 

 
x

a

x

a
n dxxSdxxuxuxu .)()...)(...)()(( 21                    (13.16) 

Висновок 3. Якщо функціональний ряд на  ba;  збіжний і має суму ),(xS  
а його члени мають на цьому інтервалі неперервні похідні ),...,(),(),( 321 xuxuxu   
які утворюють на інтервалі мажорантний ряд  ...)()()( 321  xuxuxu , то його 
сума є похідною від ),(xS  тобто:  

)(...)()()( 321 xSxuxuxu  .                        (13.17) 

 
§ 6. Степеневі ряди 

Озн. Степеневим рядом називається функціональний ряд, члени якого − 
степеневі функції.  

Ряд має вигляд: 
 ......3

3
2

210  n
nxaxaxaxaa .                (13.18) 

Теорема Абеля: Якщо степеневий ряд збігається за ,00 x  то він 
абсолютно збігається за .0xx   Якщо степеневий ряд розбіжний за деякого 

,1x  то він буде розбіжним для будь-якого 1xx  .  
Степеневий ряд має область збіжності з центром у точці 0x  (рис.13.3). 
 
 oбл. збіжності 

 

    х 

 −R 0 R 

Рис. 13.3. 
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Область збіжності симетрична відносно 0x , тому величину R  
називають радіусом збіжності. На кінцях інтервалу ( Rx  ) для 
встановлення збіжності ряду необхідні додаткові дослідження. Радіус 
збіжності степеневого ряду залежно від його вигляду може змінюватись у 
межах від 0  до .  

Для знаходження радіуса збіжності степеневого ряду розглядають ряд, 
складений з абсолютних величин його членів, тобто розглядають ряд 

......3322110  nn xaxaxaxaa , 
для якого використовують ознаку Даламбера.  

Якщо існує границя ,limlimlimlim 11111 Lx
a

axx
a

a
x

x
a

a
u

u
n

n

n
n

n

n
x

x

n

n

n
n

n

n
 















то до неї можемо застосувати ознаку Даламбера для числових рядів, 
враховуючи, що всі множники при невідомих − числа. Тоді можемо 
стверджувати, що ряд (13.18) буде збіжним, якщо вираз 1Lx  і розбіжним, 

якщо 1 Lx . Отже, для всіх Lx 1  ряд (13.18) буде збіжним, а для Lx 1  − 
розбіжним. Інтервал );( 11

LL  є інтервалом збіжності степеневого ряду, тобто 

(див. рис.13.3)  
L

R 1
 . Таким чином, радіус збіжності:  

.lim
1




n

n

n a
aR                                             (13.19) 

Якщо сталі величини у формулі (12.17) мають степеневу форму, то для 
знаходження радіуса збіжності зручно використовувати ознаку збіжності 

Коші, за якою:  
n

n
n a

R 1lim


 . 

Приклад: Визначити область збіжності ряду  

......
32

32


n
xxxx

n

. 

З умови маємо: 
n

an

1
  і 

1
1

1 
 n

an . За ознакою Даламбера 

11lim 
 n

nR
n

 . Отже, в інтервалі )1;1(  ряд збіжний.  

Для 1x  отримаємо знакозмінний умовно збіжний ряд 

...
4
1

3
1

2
11  . Для 1x  отримаємо розбіжний гармонічний ряд. Отже, 

наведений у прикладі ряд буде збіжним в інтервалі  1;1 . 
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Якщо степеневий ряд (13.17) збігається на інтервалі ),;( RR  то на 
деякому інтервалі  ba; , що знаходиться всередині ),;( RR  ряд (13.17) буде 
мажорантним, тобто його сума є неперервною функцією (рис. 13.4), а 
інтервал  ba;  є інтервалом мажорантності. 

      обл. збіжності 
 

 −R a    0 b R    х 

Рис. 13.4. 
 

Для степеневого ряду (13.17) характерно, що: 
а) в області збіжності ряд, складений з похідних степеневого ряду, також 

буде збіжним, і його сума дорівнює похідній від суми ряду (12.17), тобто 
якщо 

)(...)(...)()()( 321 xSxuxuxuxu n  , то 
).(...)()()( 321 xSxuxuxu                          (13.20) 

Це означає, що в області збіжності за диференціювання степеневого 
ряду отримаємо ряд, сума якого дорівнює похідній від суми цього ряду. 

б) в області збіжності при інтегруванні степеневого ряду отримаємо ряд, 
сума якого дорівнює інтегралу від суми цього ряду, тобто якщо 

)(...)()()( 321 xSxuxuxu  , то 

 dxxuxuxu
x

a

...))()()(( 321 
x

a

dxxS )( ,              (13.21) 

де інтервал  xa;  належить ).;( RR  
Висновки 

На будь-якому відрізку, що знаходиться всередині області збіжності 
степеневого ряду: 

1) сума степеневого ряду − неперервна функція; 
2) степеневий ряд допускає почленне інтегрування і сума інтегралів 

дорівнює інтегралу від суми ряду;  
3) степеневий ряд допускає почленне диференціювання, причому сума 

ряду, складеного з похідних степеневого ряду, дорівнює похідній від суми 
ряду. 

Вказані властивості степеневого ряду мають найширше застосування за 
розкладання функцій в ряд. 
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Розкладання степеневого ряду по степенях ax   
Розглянемо степеневий ряд (13.18). У ньому змінні величини піднесені 

до степеня, тому маємо розкладання в ряд по степенях величини x , яке 
називають розкладанням по степенях х.  Якщо ввести заміну aaxx  )(  і 
звести спільні члени, то отримаємо ряд  

            ...)(...)()()( 3
3

2
210  n

n axcaxcaxcaxcc ,          (13.22) 
який називається степеневим рядом, розкладеним по степенях .ax  Якщо 
ряд (12.17) має інтервал збіжності ,RxR   то для ряду (12.18) запишемо: 

aRxaRRaxR  (рис. 13.5). 

                                                    обл. збіжн. 

 

                                                                                                        х 

                            a−R       a   a+R 

Рис. 13.5. 
 

Ряд (13.22) збігається на інтервалі );( RaRa   з центром у точці а . 
Якщо 0a , то отримаємо ряд (13.23).  

            ...)0(...)0()0()0( 3
3

2
210  n

n xcxcxcxcc ,        (13.23) 
До ряду (13.22) належать всі властивості, які розглянуті для ряду (13.18). 

Наприклад, для ряду  
...)3()3()3( 32  xxx  

при заміні 3 xt  отримаємо ряд ...32  ttt , збіжний на інтервалі )1;1( . 
Тоді 4213111  xxt  − область збіжності цього ряду. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти інтервал збіжності степеневих рядів та з’ясувати питання про 
збіжність на кінцях інтервалу: 

12.55. 


1
44

3
n

n

nn

n
x ; 12.56. 



1
53

2
n

n

nn

n
x ; 

12.57. 


1
65

3
n

n

nn

n
x ; 12.58. .

7
6

1
4



n
n

nn

n
x ; 

12.59. 


1
35

2
n

n

nn

n
x ; 12.60. 



1 9
2

n
n

nn

n
x ; 
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12.61. 


1
77

3
n

n

nn

n
x ; 12.62. 



1
62

3
n

n

nn

n
x ; 

Індивідуальне завдання 

Знайти інтервал збіжності степеневих рядів та вияснити питання про 

збіжність на кінцях інтервалу 
 



 1 1n
Nn

nn

nN
xN , де N – номер студента за 

списком. 
 

§7. Ряд Тейлора. Використання бінома Ньютона 
З §5, IX відомо, що многочлен )(xRn  розкладається за формулою 

Тейлора. Якщо степінь многочлена − число від’ємне чи дробове, то формула 
Тейлора стає нескінченною, тобто перетворюється в степеневий ряд, який 
називається рядом Тейлора. 

Будь-яка функція може бути представлена у вигляді многочлена і 
деякого остаточного члена )(xM n . Якщо при зростанні числа членів 
остаточний член прямує до нуля, то ця функція може бути замінена 
многочленом у вигляді ряду Тейлора, тобто:  







 2)(
!2

)()(
!1

)()()( axafaxafafxf 


...)(
!3

)( 3axaf

 

                                       
...)(

!
)(...

)(

 n
n

ax
n

af .                              (13.24) 

В області збіжності степеневий ряд Тейлора збіжний і має своєю сумою 
функцію ).(xf  Справедливо стверджувати, що ця функція розкладається у 
ряд Тейлора в області збіжності ряду, коли ).;( RaRax   При цьому 
остаточний член прямує до нуля. Якщо остаточний член до нуля не прямує, 
то така функція не може бути представлена цим рядом Тейлора, або цей ряд 
представляє іншу функцію . 

Якщо в ряді Тейлора взяти 0a , то отримаємо ряд 

              
...,

!
)0(...

!3
)0(

!2
)0(

!1
)0()0()(

)(










 x
n

fxfxfxffxf
n

     (13.25) 

який називається рядом Маклорена і є частковим випадком ряду Тейлора. 
Розкладання елементарних функцій в ряд Тейлора 

1) xey  .  
Всі похідні від xe  будуть xe , а в точці 0x  завжди .10 e  Тоді:  

                             
nx x

n
хххe

!
1...

!3
1

!2
1

!1
11 32  , ).( Rx             (13.26) 
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Якщо 1x  то ...718281,2...
120

1
24
1

6
1

2
111 xe  . 

2) .sin xy    
Похідні: ;cos xy   ;sin xy  ;cos xy  xy sin)4(   і т.д. При 

;00sin0 x .10cos    
Тоді:  

                          ...
!7

1
!5

1
!3

1sin 753  xххxx     )( Rx                   (13.27) 
3) .cos xy    
Похідні: ;sin xy  ;cos xy  ;sin xy  xy cos)4(  і т.д. При 

;00sin0 x  .10cos   
Тоді:  

                   ...
!6

1
!4

1
!2

11cos 32  хххx     )( Rx                           (13.28) 

Зауваження: в розкладанні обох тригонометричних функцій кут 
вимірюється в радіанах (за доведення похідних цих функцій 
використовується перша визначна границя, в якій застосовується радіанна 
міра кута). 

г) .)1( mxy   Це біном Ньютона.  
Похідні: ;)1( 1 mxmy  

;)1)(1( 2 mxmmy  
;...)1)(2)(1( 3 mxmmmy  

;...)1)(1)...(4)(3)(2)(1()( nmn xnmmmmmmy  .  
Якщо 0x  маємо: 

);...2)(1()0();1()0(;)0(;1)0(  mmmymmymyy  
)1)...(3)(2)(1()0()(  nmmmmmy n . Тоді  

 ...
!3

)2)(1(
!2

)1(1)1( 32 xmmmxmmmxx m   

!
1
n

 ...,)1)...(3)(2)(1(  nxnmmmmm  ))1;1(( x .                 (13.29)
 

Якщо Nm , то число членів обмежене і дорівнює 1m . Якщо Nm , 
то число членів необмежене. 
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Використання бінома Ньютона 

Розглянемо функцію .)1(
1

1 1


 x
x

y  Для цієї функції можемо 

використати формулу (13.29), в якій .1m  Тоді:  

                                         
...1

1
1 32 


xxx
x

,                               (13.30) 

де права частина є геометричною прогресією. Інтегруємо ряд в інтервалі  x;0
, який знаходиться всередині інтервалу ).1;1(  Отримаємо:  


  dxxxx

x
dx xx

...)1(
1

32

00

...,
432

)1ln(
432


xxxxx        

                                                         )1;1(x
                                               

 (13.31) 
Заміна в (13.31) x  на x  дає:  

...
432

)1ln(
432


xxxxx .                   (13.32) 

Тоді:  

 ...
5

2
3

22)1ln()1ln(
53 xxxxx ...)

753
(2

1
1ln

753



 xxxx

x
x . 

Зробимо заміну: .
12

111
1
1







n
x

nx
x Отримаємо:  










 3)12(3
1

12
1(2ln)1ln(1ln)11ln(

nn
nn

n
n

n
...).

)12(5
1

5 n
                                                                                        

Якщо ,1n  то ...)
35

1
33

1
31

1(22ln 53 








 .6931,0   

Якщо 








 ...)
75

1
73

1
71

1(22ln3ln2 53n 0986,16931,0  .  

Аналогічно знаходяться логарифми інших чисел.  
В розкладанні формули (13.30) введемо заміну x  на 2x .  

Тоді: 


2
2 1

1
1 x
x   




x x

dxxxx
x

dxxx
0 0

642
2

64 ...)1(
1

...  

 .1;1...
753

753

 xxxxxarctgx             (13.33) 

Якщо ,1x  то 



5
4

3
44...

7
1

5
1

3
11

4
1arctg ... . Цей ряд 

збігається повільно, тому для обчислення   необхідно взяти досить велику 
кількість членів. 
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В розкладанні формули (13.29) підставимо 
2
1

m  . Тоді:  




 

x
x

1
1)1( 2

1







 





 












 












 ...2

2
11

2
1

2
11

2
1

2
1

2
11 32 xxx  

...
2!4

7531
2!3

531
2!2
31

2
1 4

4
3

3
2

2 











 xxxx .  

Проведемо заміну x  на 2x . Отримаємо:  

















...
2!4

7531
2!3

531
2!2
31

2
1

1
1 8

4
6

3
4

2

2

2
xxxx

x
 
















   dxxxxx
x

dxx x

...)
2!4

7531
2!3
531

2!2
31

2
1(

1
864

0 0

2

2

                                                                                                             
...

9!42
7531

7!32
531

5!22
31

32
1arcsin

9

4

7

3

5

2

3














xxxxxx  .                     (13.35)

 Цей ряд збігається на інтервалі ).1;1(  

Якщо  ,
2
1

x  то 








 ...
52

3
32

1
2
1

62
1arcsin

84

 
139,3...

640
9

8
13  . Це число отримане за використання всього 

трьох членів. Таким чином, цей ряд збігається досить швидко. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Розкласти в ряд Маклорена функції: 

12.63. 2

3)1ln(
x

x ; 12.64. 
xx

x3arcsin ; 

12.65. 
x

x5sin ; 12.66. 
x

xarctgx ; 

12.67. xxex 2 ; 12.68. xxx cos ; 

12.69. 
2

2
1 xe ; 12.70. .sin 3 xx ; 

Індивідуальне завдання 

Розкласти в ряд Маклорена функцію 
Nx

xarccos , де N – номер студента за 

списком.  
 

§ 8. Використання рядів до наближених обчислень інтегралів 
При розкладанні будь-якої функції в ряд Тейлора отримуємо степеневий 

ряд, який в області збіжності допускає інтегрування. При цьому інтеграл від 
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функції дорівнює інтегралу від отриманого ряду за необмеженого зростання 
членів ряду. Досить часто інтеграл від функції, що розкладається в ряд, 
обчислюється з певними труднощами, або взагалі його первісна не 
виражається через елементарні функції. Разом з тим інтегрування членів ряду 
зводиться в основному до неодноразового використання формули:  

.
1

1

C
n
xdxx

n
n 







 

Розглянуті міркування спонукали до виникнення ідеї використати 
розкладання в ряд Тейлора до наближеного інтегрування. Степінь 
наближеності визначається необхідною точністю обчислень (як правило, 
точність обчислень відома заздалегідь) та вибраною для інтегрування 
кількістю членів ряду, яка визначається швидкістю збіжності ряду. За 
безумовної простоти використання такого методу наближеного інтегрування 
існує досить суттєве обмеження його використання: межі інтегрування мають 
знаходитись в межах збіжності ряду Тейлора. Підінтегральна функція може 
досить суттєво відрізнятись від наведених розкладань елементарних функцій, 
але для її розкладання необов’язково завжди знаходити похідні й 
використовувати безпосередньо ряд Тейлора. Якщо функція, що 
розкладається в ряд Тейлора, така, що допускає можливість використати 
розкладання елементарних функцій, то таку можливість необхідно завжди 
використовувати. Наприклад, потрібно розкласти в ряд Тейлора функцію 

.sin
x

xy   Звичайно, для розкладання в ряд можемо застосувати формулу 

(13.24), але такий спосіб неефективний. Набагато простіше використати 
відоме розкладання функції xy sin . Отже: 

xsin ...
!7

1
!5

1
!3

1 753  xxxx . 

Ділимо наведене розкладання почленно на x . Отримаємо:  


x

xsin ...
!7

1
!5

1
!3

1 642  xxxx  

Якщо розкладанню підлягає функція ,1 2

x
xy 

  то використовують 

розкладання бінома Ньютона за 
2
1

m . Отримаємо:  




 2

42
1

2
11)1(1 2

1

xxxx ...
8642

531
642

31 43 






 xx .  



271 
 

Проводимо заміну x  на 2x  і отримаємо: 

...
8642

531
642

31
42

1
2
111 86422 











 xxxxx . 

Отримане розкладання ділимо на :x   

...
8642

531
642

31
42

1
2
111 753

2














 xxxx

хx
x . 

Приклад: Обчислити  
1

0

5,0 2

dxe x  з точністю до .001,0  

Використовуємо розкладання: ...
!4

1
!3

1
!2

11 432  xxxxe x . 

Проводимо заміну x  на 2

2
1 x  і отримаємо:  

 425,0

4
1

!2
1

2
11

2

xxe x ...
16
1

!4
1

8
1

!3
1 86  xx .  

Підставимо отримане розкладання, яке збігається за всіх значеннь ,x  в 
інтеграл: 

   dxxxxxdxe x ...)
384
1

48
1

8
1

2
11( 86

1

0

42
1

0

5,0 2

 








 
1

0

9753 ...
3456

1
336

1
40
1

6
1 xxxxx .856,0...

3456
1

336
1

40
1

6
11   

Приклад: Обчислити dx
x
x


5,0

0

2sin  з точністю до .001,0  

 10622753

!5
1

!3
1sin...

!7
1

!5
1

!3
1sin xxxxxxxxx  ...

!7
1 14x  

 ...
!7!5!3

sin 1410622

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x   

 xx ...
5040

1
120

1
6
1 1395  xxxxxx .  

Обчислюємо інтеграл: 

  dxxxxxdx
x
x ...)

5040
1

120
1

6
1(sin 2

27
2

195,0

0

12
11

2
35,0

0

2

   





























5,0

0

...

2
295040

2
21120

2
136

2
5

2
29

2
21

2
13

2
5

xxxx  





  ...

22496
1

210
1   
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.0704,020498,0...
4992

2
20

2
  

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Обчислити з точністю до 0,001 визначені інтеграли 

12.71. 
4
3

0
3 2

2sin dx
x

x ; 12.72.  

5,0

0
41 x

xdx ; 

12.73. 
5,0

0
2

2)1ln( dx
x

x ; 12.74. dxxe x 
1

0

; 

12.75. dxxx
1

0

3 cos ; 12.76. dxxx 2
1

2
3

sin
1

0
 ; 

12.77. dx
x

arctgx

2
1

0
2

3

; 12.78.  

2
1

0
3 3

.
1 x
xdx  

 
Індивідуальне завдання 

Обчислити з точністю до 0,001 визначені інтеграли   dxeNx Nx 
1

0

, де N – 

номер студента за списком.  
 

§ 9. Розв’язування диференціальних рівнянь 
за допомогою рядів 

Наведеними в XIII розділі методами розв’язування диференціальних 
рівнянь розв’язується досить обмежена кількість рівнянь. До всіх інших 
рівнянь застосовують методи наближеного обчислення. Одним із них є метод 
представлення розв’язку у вигляді степеневого ряду Тейлора, за яким 
частинним розв’язком рівняння є сума ряду. Досить часто для 
диференціального рівняння відомі початкові умови. Нехай необхідно 
розв’язати диференціальне рівняння ),( yxfy  , яке задовольняє початкову 
умову: 0)( yay  . Його розв’язок шукаємо у вигляді ряду Тейлора: 

...)(
!3

)()(
!2

)()()()( 32 





 axayaxayaxayayy   

Для цього розв’язку з умови задачі відомий перший член ряду: 0)( yay  . 
Щоб знайти другий член, вирахуємо )(ay , для чого використаємо 
диференціальне рівняння: ),()( axfay  . Шляхом диференціювання заданого 
диференціального рівняння знаходимо наступні похідні, з яких після заміни 
x  на a  обчислюємо )(),( ayay   і т.д.  



273 
 

Приклад: розв’язати диференціальне рівняння xeyxy  22 , якщо 
.0)0( y   

Знаходимо .100)0( 022  ey   
Знайдемо послідовно декілька похідних:  

y  .1)1(0202)0(22 0  eyeyyx x  
3122)0(2)(22 2  yeyyyy x .  

 yyy 4)4(  .5)0(2622 )4(  yeyyyyeyyyy xx  
 )0(226)(6 )5()4(2)5( yeyyyyyyyy x 19 . 

 yyyyyyyyyyyy 2226612 )4()4()6(   xeyyy )5()4( 2   
xeyyyyyy  )5()4( 21020 .111)0()6(  y   

Тоді розв’язок буде:  

 ...
!6

111
!5

19
!4

5
!3

3
!2
1)1(0 65432 xxxxxxy  

 5432

120
19

24
5

2
1

2
1 xxxxx ...

720
111 6 x . 

Приклад: Розв’язати рівняння: 1)0(;0)0(;0  yyyey y . 
Знайдемо .11)0( 0  ey   
Знайдемо наступні похідні за 0a :  

.2)0()( 2  yyeyey yy  
)3)((2)( 33)4( yyyyeyeyyeyyeyey yyyyy  .6)0()4(  y  
 )3)(3)(3()3)(( )4(223)5( yyyyyyeyyyyyey yy  

 )4)(3)(6)(( )4(224 yyyyyyye y .24)0()5( y   
Підставимо в ряд Тейлора і отримаємо:  

...
4
1

3
1

2
1...

120
24

24
6

6
2

2
1 5325432  xxxxxxxxxy . 

Отриманий розв’язок − розкладання в ряд функції )1ln( x . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти перші чотири ненульових члени розв’язку рівнянь  

12.79. ;22 xeyy     0)0( y .  

12.80. ;sin2cos xxy   0)0( y .   

12.81. ;ln1
x

xy 
 0)1()1(  yy .    
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12.82. ;13 yy  2)2(;0)2(  yy .  

12.83. ;2sin22  xxyyy  .2)0(;1)0(  yy   

Індивідуальне завдання 

Знайти перші чотири ненульових члени розв’язку рівнянь 
  ;sin1cos xNNxy   0)0( y  , де N – номер студента за списком.  

Запитання до розділу ХІІІ 
1. Що таке числовий ряд?  
2. Що таке функціональний ряд? 
3. Що таке степеневий ряд? 
4. Які ряди називаються знакопозитивними? 
5. Яка різниця між знакозмінними та знакопочерговими рядами? 
6. Чи утворює ряд спадна геометрична прогресія? 
7. Що таке сума ряду та частинна сума ряду? 
8. Які теореми називаються порівняльними та в чому їх цінність? 
9. Що таке збіжність та розбіжність ряду? 
10. В чому полягає зміст необхідної умови збіжності ряду? 
11. Ознака збіжності Даламбера. 
12. Ознака збіжності Коші. 
13. Інтегральна ознака збіжності. 
14. Ознака збіжності Лейбніца для знакозмінних рядів. 
15. Що таке область збіжності функціонального ряду? 
16. Які ряди називаються мажорантними? 
17. Які умови інтегрування та диференціювання степеневого ряду? 
18. Який зміст в понятті: ”розкладання по степенях x ”? 
19. Як розуміти поняття: ”розкладання по степенях ax  ”? 
20. Який вигляд має ряд Тейлора? 
21. Що таке ряд Маклорена і чим він відрізняється від ряду Тейлора? 
22. За яких умов функція розкладається в ряд Тейлора? 
23. Як провести розкладання в ряд Тейлора функцій ,xe  ,sin x  ?cos x  
24. Як розкладається в ряд Тейлора біном Ньютона? 
25. Як знаходять розкладання в ряд xarcsin  та ?arccosx  
26. Як обчислюються натуральні логарифми? 
27. Як використовують ряд Тейлора до обчислення визначених 
інтегралів? 
28. Як розв’язують диференціальні рівняння за допомогою рядів? 
29. Чи існують функціональні ряди від неалгебраїчних функцій? 
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Абетковий покажчик 
Алгебраїчне доповнення 53 
Асимптота 159 
Біном Ньютона 20 
Вектор 72 
Векторний добуток 81 
Веєрштрасса теорема 138 
Визначник 42 
Визначні границі 130 
Градієнт функції 176 
Границя послідовності 123 
Границя функції 123 
Графік функції 25 
Гіпербола 103 
Геометрія 29 
Д’Аламбера ознака  261 
Декартова система координат 86 
Диференціал 150 
Диференціальні рівняння 229 
Диференціальне числення 142 
Ізокванта 177 
Інтеграл 188 
Екстремуми функції 165 
Еліпс 102 
Квадратні рівняння 21 
Коло 32,101 
Косинус кута 34 
Котангенс кута 34 
Коші ознака 262 
Коші теорема 138 
Круговий циліндр  33 
Круговий конус 33 
Куля 33 
Лагранжа функція 185 
Лопіталя правило 154 
Матриці 41 
 квадратна 42 
 нульова 42 
 одинична 42 
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 обернена 59 
Мінор 53 
Мішаний добуток 82 
Многогранник: 32 
 -куб 32 
 -паралелепіпед 32 
 -піраміда 33 
Напрямлені косинуси 176 
Необхідні границі 132 
Нормальний вектор 110 
Нескінченно великі величини 121 
Нескінченно малі величини 122 
Область визначення функції 24 
Область значення функції 24 
Парабола 26,105 
Паралельність площин 113 
Паралельність прямих 95,113 
Первісна 188 
Перпендикулярність площин 113 
Перпендикулярність прямих 96,113 
Повний диференціал 175 
Полярна система координат 87 
Похідна 143 
Приріст функції 142 
Прямокутні системи 69 
Рівняння 21 
Розриви функції 139 
Ряд 256 
 збіжний 257 
 знакозмінний 264 
 розбіжний 257 
 степеневий 267 
 Тейлора 271 
 функціональний 266 
Синус кута 34 
Скаляр 72 
Скалярний добуток 80 
Тангенс кута 34 
Теорема Вієта 22 
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Трикутник 29 
Формули скороченого множення 19 
Функція: 24 
 -квадратична функція 26 
 -логарифмічна функція 28 
 -лінійна функція  25 
 -обернена функція 25 
 -показникова функція 27 
Частинні похідні 171 
Чотирикутник: 30 
 -квадрат  30 
 -паралелограм 31 
 -прямокутник 31 
 -ромб 31 
 -трапеція 31 
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ДОДАТКИ 

 

Таблиця 1 

Основні правила диференціювання 

 

функція похідна 
ucy   'ucy   
vuy   '' vuy   
vuy   '' vuvuy   

v
uy   2

''
v

uvvuy 
  

 

 

Основні формули диференціювання 

№ функція похідна № функція похідна 
1 )(constCy   0y  2 xy   1y  

3 nxy   1 nxny  4 xy   
x

y
2

1
  

5 xay   aay x ln  6 xey   xey   

7 xy alog  
ax

y
ln
1

  8 xy ln  
x

y 1
  

9. xy sin  xy cos  10 xy cos  xy sin  

11 tgxy   
x

y 2cos
1

  12 ctgxy   
x

y 2sin
1

  

13 xy arcsin  
21

1
x

y


  14 arcсоsxy   
21

1
x

y


  

15 arctgxy   
21

1
х

y


  16 arcctgxy   
21

1
х

y
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Таблиця 2 

Таблиця невизначених інтегралів 

1   Cxdx  2  





;
1

1

C
n
xdxx

n
n )1( n  

3   Cx
x

dx ln  4   C
a

adxa
x

x

ln
 

5   Cedxe xx  6   Cxxdx cossin  

7   Cxxdx sincos  8   Cctgx
x

dx
2sin

 

9   Ctgx
x

dx
2cos

 10  


C
а
хarctg

аxа
dx 1

22
 

11  


C
a
x

xa
dx arcsin

2
 12  


Caxх

ax
dx 22

22
ln  

13  






C
аx
aх

аах
dx ln

2
1

22
 14  







C
хa
хa

аxa
dx ln

2
1

22
 

 

 

Правила інтегрування 

     wdxvdxxuddxwvu  

  vduuvudv  

     dxxfCdxxfC  

     bkxF
k

dxbkxf 1  
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ВІДПОВІДІ ДО ЗАВДАНЬ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

РОЗДІЛ 1:  

1.1. а) 







11

06
, б) 










416
84

, в) 







12
41

, г) 










513
819

, д) 









175
123

, 

е) 







90
09

; 1.2. 





















245121
245

16235
ВА , 












1325

1912
АВ ; 1.3. 

а) 







5,1310
235,6

, б) 







 366
24185

, в) 







13434
21434

;  1.4. а)















326
442

1081
, б) 



















848
8164
4120

, в)

















221
143

210
, г)



















6168
5155
131

, д)



















02913
354

55629
, 

е)


















505
11110
12111

; 1.5. а) 
















5,35,34
95,125,8
455,2

, б) 



















19722
26537
22831

, в) 



















262646
376666
14838

; 1.6. формули скороченого множення не справджуються. 

1.7. 









299
3620

; 1.8. 






 
50792035
35894894

; 1.9. 


















10162
73616
113214

; 1.10. 






















4137
3113

28321
; 1.11. 










163
95

; 1.12. 










89
1922

; 1.13. 







920
1445

; 

1.14. 










2036
3593

; 1.15. 










7034
559

; 1.16. 














 

264216
443425
58264

; 1.17. 
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785
1021

; 1.18. 


















83134
795614
2376

; 1.19. –64; 1.20. 9; 1.21. 58; 1.22. –22; 1.23. 

29; 1.24. 26; 1.25. 19; 1.26. 120; 1.27. 133; 1.28. 0; 1.29. 256; 1.30. 149; 1.31. –

86; 1.32. –9; 1.33. 27; 1.34. 245; 1.35. 174; 1.36. –809; 1.37. –18; 1.38. 32; 1.43. –

129; 1.44. 232; 1.45. 15; 1.46. –212; 1.47. –39; 1.48. 112; 1.49. 2; 1.50. 2; 1.51. 2; 

1.52. 3; 1.53. 2; 1.54. 2; 1.55. 3; 1.56. 3; 1.57. 3; 1.58. 2;  1.59. 










5,05,1
12

; 

1.60. 







2,00
4,05,0

; 1.61. 


















423
745
111

; 1.62. 


















5,075,075,1
5,025,025,2
5,025,025,1

; 1.63. 




















1,01,01,0
1,04,01,0

4,01,06,0
; 1.56. 




















375,175,175,0
625,325,425,2
125,025,025,0

; 1.65. 



















2,025,03,0
2,002,0
2,025,03,0

; 1.66. 



















101
211

122
; 1.67. 




















4,02,08,0
102
2,04,06,0

; 1.68. 



















25,04,045,0
5,04,07,0
25,02,085,0

; 1.69. 






 2,02,0

2,08,9
; 1.70. 








4,32,9
2,06,0

; 1.71. 












8,16,1
33

; 1.72. 






 625,0

55,1
; 1.73. 






 

2,06,1
8,06,1

; 1.74. 









58,0
33,1

; 1.75. 












12
2,04,0

; 1.76. 







 8,02,0
2,02,0

; 1.77. 


















641
5,445,0

751
; 1.78. 















25,175,0
5,4025,0

315,0
; 1.79. 


















5,05,00
15,05,0
05,05,0

; 1.80. не існує; 1.81. 
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46
38

;
46
58

;
46
41

; 1.82. 






 

63
140;

63
28;

63
77

; 1.83. {–1; –2; –4}; 1.84. {2; 0; –1}; 1.85. 

{3; 1; –1}; 1.86. {4; 2; 1}; 1.87. 






 

8
5

;
8
2

;
8

13
; 1.88. 







 

17
55;

17
16;

17
20

; 1.89. {4; 

0,9; 1,4}; 1.90. 








19
78

;
19
4

;
19
18

; 1.91. {1; 1; 1}; 1.92. {–3; –5; –4}; 1.95. 







 

7
1;

7
9;;0 22 хх ; 1.96. 








17
23;

17
5 ; 1.97. система несумісна; 1.98. система 

несумісна; 1.99. 





  0;0;0;

4
7

4
7

4
1;

4
3

4
1

4
5

43543 ххххх ; 1.100.  1;1  ; 1.102. 







 

41
5;

41
53;

41
30 . 

РОЗДІЛ 2:  

2.1.  6;11;3  ; 2.2.  21;13;10  , 734 ; 2.3. можуть; 2.4.  1;1;4 ; 2.5. 

 0;5 ; 2.6. 22  , 22  ; 2.7. 313  , 313 ; 2.8. 7 , 51 ; 2.9. 20; 

2.10. 13; 2.11. 
22
bаАВ  , 

22
bаВC  , 

22
bаCD  , 

22
bаDА  ; 2.14. 

3
20

bпр
а

, 
7
20

aпр
b

; 2.16. –4; 2.18. 70а ; 2.21. {–1; –2; –4}; 2.22. {2; 0; –

1}; 2.23. {3; 1; –1}; 2.24. {4; 2; 1}; 2.25. {1; 1; 1}; 2.26. –4; –2; 6; 10; 2.27. 22 ; 

2.28. –4; 2.29. 9; 2.30. 60˚; 2.31. 
50
17аrcоs ; 2.32. 

27
37

аrcоs ; 2.33. 9; 2.34. 6; 

2.35. –2; 2.36. 
3

13 ; 2.38.  862  ; 2.39. 
6
26 ; 2.41. не компланарні; 2.42. 

компланарні. 

РОЗДІЛ 3: 

3.1. уМ  , уР ; 3.2. а) 3
4
3

 ху , б) 1
34



ух ; 3.3. 043  ух , 

0123  ух , 03453  ух ; 3.4. 
9
8arctg , 

3
4arctg , 12arctg ; 3.5. 12 кв. од. 
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3.6. 01443  ух ; 3.7. 03237  ух ; 3.8. 1) 0732  ух , 2) 

0423  ух ; 3.9. 5 од. 3.10. (11; –11); 3.11. (10; –5); 3.12. (–2;–3); 3.13. а) 

15; 20; 25; б) 02043  ух ; 01534  ух ; 0180247  ух ; в) 

035724  ух ; г) 12од. д) 06018  ух ; е) (2,47;–3,47); ж) 
4
3arctg ; з) 

150кв.од. 3.14.     3632 22  ух ; 3.15.     2521 22  ух ; 3.16. 

9
65

3
5

3
4 22







 






  ух ; 3.17.     2512 22  ух ; 3.18. 

    841 22  ух ; 3.19. 1) 1
925

22


ух , 2) 1

144169

22


ух , 3) 1

1625
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3.23.     1342 22  ух , еліпс, центр (–5; –1), 1а , 
2
1

в . 

РОЗДІЛ 4: 
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РОЗДІЛ 5: 

5.1. 0,5;–4; 0,5; 5.2. 5 ; 3 ; 0; 5.3. 
6
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2
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6
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2
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2
2 ;1; 5.5. 9; 1; 1,1; 

5.6.       ;11;00; ; 5.7. 




 

2
5; ; 5.8.       ;22;11; ; 5.9. 

  0;    ;4 ; 5.10.     ;31; ; 5.11.     ;21; ; 5.12.  4;4 ; 5.13. 
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 1;0    ;1 ; 5.14.  3;1 ; 5.15.  4 ; 5.16.       ;22;10;1 ; 5.17. 

    ;0;4  ; 5.33. 0,5; 5.34.  ; 5.35. 0; 5.36. 1; 5.37. 0; 5.38. 0; 5.39. 1; 5.40. 
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3
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2
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2
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4
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4
3 ; 5.71. 32; 5.72. 6; 
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9
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5
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3
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6
1

 ; 5.81. –1; 5.82. 
8
1 ; 5.83. – ; 5.84. – ; 5.85. 1; 5.86.  ; 5.87.  ; 5.88. –2; 

5.89. 2; 5.90. 9; 5.91. 
4
5 ; 5.92. 1; 5.93. –6; 5.94. 

5
8 ; 5.95. 5

1

е ; 5.96. 10е ; 5.97. 3е ; 
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1 ; 5.102. 6е ; 5.103. 

2
1 ; 5.104. 

2
1 ; 5.105. 1; 
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5
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2
3ln ; 5.109. 

7
4ln ; 5.110.  ; 5.111. 4ln ; 5.112. 

2
3 ; 

5.113. 4; 5.114.  ; 5.115. 
3
7 ; 5.117. неперервна; 5.118. розрив І роду в т. 1х ; 
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2
1
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1х ; 5.124. розрив ІІ роду в т. 1х ; 5.125. розрив ІІ роду в т. 0х ; 5.126. 

розрив ІІ роду в т. 2х  і 2х ; 5.127. розрив ІІ роду в т. 1х ; 5.128. 

розрив ІІ роду в т. 1х ; 5.129. розрив ІІ роду в т. 2х ; 5.130. розрив ІІ 
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 ; 6.101. 976,0 ; 6.102. 994,1 ; 6.103. 136,2 ; 

6.104. 106,0 ; 6.105. 276,3 ; 6.106. 731,4 ; 6.107. 051,5 ; 6.108. 28,7 ; 

6.109. 041,1 ; 6.110. 9,1 ; 6.111. 695,0 ; 6.112. 724,0 ; 6.113. 088,0 ; 

6.114. 906,0 ; 6.115. 875,0 ; 6.116. 47,0 ; 6.117. 98,1062 ; 6.118. 518,1 . 

 РОЗДІЛ 7: 

7.11.   25,275,0min у ; зростає:  ;75,0 ; спадає:  75,0; ; 7.12. 

  38,158,0max у ;   62,058,0min у ; зростає:  58,0;58,0 ; спадає: 

    ;58,058,0; ; 7.13.   20max у ;   11min у ;   11min у ; зростає: 

    ;10;1 ; спадає:    1;01;  ; 7.14.   21max у ;   21min у ; зростає: 

    ;11; ; спадає:  1;1 ; 7.16.   441,1max у ;   441,1max у ; 

  00min у ; зростає:    41,1;041,1;  ; спадає:     ;41,10;41,1 ; 7.31. 
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